Diszkrét matematika 2.

Fiilosp Agnes

ELTE IK Komputeralgebra Tanszék

2018. december 7.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



2018-19 8szi félév

Elsadas:

eladas: 1-32 (szeptember 13.)
eladas: 33-53 (szeptember 27.)
eladas: 54-106 (oktober 4.)
eladas: 107-123 (oktéber 11.)
eladas: 124-151 (oktéber 18.)
eladas: 152-185 (oktéber 25.)
eladas: 186-217 (november 8.)

(

(

® NSO W=

eladas: 218-240 (november 15.)
9. eladas: 241-275 (november 22.)
10. el6adas: 276-336 (november 29.)
11. el6adas: 337-435 (december 6.)

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Grafelmélet

Iranyitatlan grafok

Egy iranyitatlan graf vagy roviden graf alatt egy
G = ((P, E, V)

harmast értiink, ahol

V' a csiicsok vagy szégpontok halmaza,

E az élek halmaza,

a @ illeszkedési leképezés pedig egy E-t a V-beli elemekbdl allé
rendezetlen parok halmazaba képezé leképezés.

'

El6fordulhat, hogy két pontot tobb kiilonbozé él is Gsszekdt, s6t az
is, hogy egy vagy tobb él egy pontot sajat magaval kot Gssze.

llleszkedés

Ha valamely e € E-re és v € V-re v € @(e), akkor azt mondjuk,
hogy e illeszkedik v-re, vagy v végpontja e-nek.
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Megjegyezziik:
a jelolésbsl E elhagyhaté lenne, hiszen az dmn(¢), azonban V
nem, mert nem biztos, hogy minden csicsra illeszkedik él:

azokat a cslicsokat, amelyekre nem illeszkedik él, jzoldlt csicsoknak
nevezzik.

Még az is el6fordulhat, hogy az E halmaz iires; ilyen esetben
lires grafrol beszéliink.

v
Illeszkedési relacié

Az élek és csiicsok kozotti illeszkedés egy relacié E és V kozott,
amelyet illeszkedési relaciénak neveziink.

Szomszédos él

Keét kiilonb6z6 élt szomszédosnak neveziink, ha van olyan csics,
amely mindkettére illeszkedik.
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Szomszédos csiics

Két kiilonb6z8 csicsot szomszédos-nak neveziink, ha van olyan él,
amelyre mindkett6 illeszkedik.

Ha egy él csak egy csiicsra illeszkedik, akkor hurokélnek nevezziik.

Parhuzamos élek

Vi, €1, Vo, €2, v3 (Ot is, vonal is;

V3, €3, V4, €4, Vs, €5, Ve, €6, V7, €7, V3 KOT.

Ha az e; # e, élek ugyanazokra a csiicsokra illeszkednek, akkor
parhuzamos élekrs| vagy tobbszdrés élekrél beszéliink.

Egyszer( graf

Ha egy graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket,
akkor egyszerii grafnak nevezziik.
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Ha G = (@, E, V) egy graf és S C V, akkor jeldlje E(S) azon élek
halmazat, amelyek egyik végpontja S-ben, a masik pedig V \ S-ben
van.

Ha egy csiicsra csak véges sok él illeszkedik, akkor a csiics
fokszaman a ra illeszked6 élek szamat értjiik, a csicsra illeszkedé
hurokéleket kétszer szamolva.

Egy v € V csics fokat rendszerint deg(v)-vel vagy d(v)-vel jeldljik.

Regularis graf

Ha egy grafban minden csics foka n, akkor n-regularisnak nevezziik;
regularis graf alatt olyan grafot értiink, amely valamely n € N-re
n-regularis.
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Példa:

Az n-regularis grafra a H, n-dimenziés hiperkocka;

ennek cslicsai az n hossz 0-1 sorozatok, és két csucs akkor van
Osszekdtve, ha a két sorozat pontosan egy helyen kiilonbozik.

Tovabbi példak a Petersen-graf és az 6t szabalyos test élei és
csucsai altal alkotott grafok.

7.2. bra
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Ha G = (@, E, V) egy véges graf, akkor nyilvan

D d(v) =24(E),

vevV

-Mivel minden Gjabb él a bal oldali Gsszeget kettSvel noveli.

Kovetkezmény

Ebbél azonnal kdvetkezik, hogy egy véges grafban a paratlan
fokszami csicsok szdma paros.

Grafok izomorfiaja

AG=(p,E,V)és G' = (¢ E', V') grafok izomorfak, ha van
olyan az E-t E'-re képez§ kolcsondsen egyértelmii f ésa V-t V'-re
képez6 kolcsondsen egyértelmii g leképezés, hogy minden e € E-re
és v € V-re e pontosan akkor illeszkedik v-re, ha f(e) illeszkedik
g(v)-re, azaz az (f, g) par tartja az illeszkedési relaciot.

| A\

4
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Két graf izomorfiajat altalaban nem konnyi bizonyitani,
néha nincs sokkal jobb médszer, mint az Gsszes lehetséges (f, g)
leképezés-parokat kiprébalni.

-Ha a két grafnak nem ugyanannyi csiicsa vagy nem ugyanannyi éle
van;

-az egyiknek van izolalt csicsa, a masiknak meg nincs,
-valamely n-re az

egyik grafban nem ugyanannyi n-ed fokd csics van, mint a
masikban, stb., akkor nyilvan nem izomorfak.

Egyszerii grafok esetén:

ha G és G’ egyszerii grafok, és van olyan, a V-t V'-re képez6 g
kolcsdndsen egyértelmii leképezés,

amely szomszédsagtartd, azaz v, w € V pontosan akkor
szomszédosak, ha g(v) és g(w) szomszédosak,

akkor G és G’ nyilvan izomorfak;

f a g-bsl meghatarozhaté.
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Teljes grafok

Ha egy egyszerii grafban barmely két kiilonb6z6 csicsot él kot
ossze, akkor a grafot teljes grafmak nevezziik.

n szdgponta teljes graf

Teljes grafok esetén, ha a csiicsok halmazai kdzott létezik
kdlcsonosen egyértelmii leképezés (ekvivalens halmazok), akkor a
két teljes graf izomorf, azaz teljes grafok a csiicsok és élek
elnevezésétdl eltekintve megegyeznek. Ebben az értelemben
beszéliink barmely n € N esetén n szégponti teljes grafrol.

Az n szogponti teljes grafnak n(n — 1)/2 éle van, és K,-nel szokas
jelolni.

Bizonyitas teljes indukcidval.
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Peélda:

-Ot szabalyos test élgrafjarél, a Petersen-frafrél, a H, hiperkockarsl.
- C, ciklikus csicsai az n-edik egységgyokok, ahol él megy minden
egységgyokbél a kovetkezébe (cikliksan).

-A P, dsvény C,.1-b6l az 1-be vivs él torlésével adédik. A S,
csillagban az n-edik egységgyokok vannak Gsszekkdtve a nullaval.
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Grafok Descartes-szorzata

Ha G; = (@}, Ej, V;) i € | grafok indexelt csaladja,

akkor a X ¢/ G Descartes-szorzatuk az a G = (E, V) graf,
amelyben a csicsok halmaza x;¢;V; és

két csiics pontosan akkor van Gsszekdtve, ha egy kivételével minden
koordinatajuk megegyezik és

ha a j-edik koordinatak kiilonboznek, akkor a megfelel6 csiacsok
Ossze vannak kotve a G; grafban.

| \

Paros grafok

Egy paros graf (vagy kétrészes graf) egy olyan graf, amelynél adott
a csiicsok V halmazanak egy V', V" diszjunkt halmazokra valé
felbontasa gy, hogy minden él egyik végpontja az egyik, masik
végpontja a masik halmazba esik.

Egy paros grafot tehat egy (@, E, V', V") négyesként adhatunk
meg.

o
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Példa:

-A ,hdrom haz, harom kat” graf, amelynél V'’ harom hazbdl, V"
harom katbdl all, és barmely haz és barmely kat kézott van egy él,
de tobb él nincs.

Azt az egyszerii paros grafot, amelyben (V') = m, (V") = n és
minden V’-beli csics minden V”-beli csiiccsal 6ssze van kotve
Km,n-nel jeldljik. A K33 ("harom haz, harom kat) péros graf.

hl hz h,3

L

€ >

ky ks ks
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A G' = (@' E', V') grafot a G = (@, E, V) graf részgrafjanak
nevezziik, ha E' C E, V' C V és @’ C @. Néha azt mondjuk,
hogy G a G’ szupergrifja.

Feszitett részgraf

Ha a G’ részgraf mindazokat az éleket tartalmazza, amelyek
végpontjai V’'-ben vannak,

azaz ha G’ a legb6vebb részgraf V’'-beli csucsokkal,

akkor G'-t a V' altal meghatarozott feszitett részgrafmak vagy
telitett részgrafmak nevezziik.

Ha G' = (@', E’, V') részgrafia a G = (@, E, V) grafnak, akkor a
G'-nek G-re vonatkozé komplementerén a (¢@|g\g/, E\ E', V)
grafot értjik.
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Teljes grafra vonatkozé komplementer

-Ha G’ egyszerii graf, és nem mondjuk meg, hogy mely grafra
vonatkozé komplementerérsl van sz6, akkor a V/-beli
csacspontokkal rendelkez6 olyan egyszerii grafra gondolunk,
amelyben pontosan azok a csiicsok szomszédosak, amelyek G’-ben
nem;

Ez a V/-beli csiucspontokkal rendelkezé

teljes grafra vonatkozé komplementer.

Megjegyzés: Az ilyen grafok az élek elnevezésétdl eltekintve
azonosak, azaz izomorfak.
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Szaggatott vonal mutatja a komplementer grafot,
({ely €4, 66}3{‘/1) V2, V4}) feszitett ({ely 66}3{‘/13 V2, V4}) nem feszitett
részgraf.
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Elhalmaz- csiicshalmaz torlésével kapott részgraf

Ha G = (@, E, V) egy graf és E’ C E, akkor a G-b8l az E’
élhalmaz torlésével kapott grafon a G' = (@lg\g/, E\ E', V)
részgrafot értjiik.

Ha G = (@, E, V) egy graf és V' C V, akkor legyen E’ az Gsszes
olyan élek halmaza, amelyek illeszkednek valamely V’/-beli cstcsra.
A G-bél a V' csiicshalmaz térlésével kapott grafon a

G' = (@lp\g/, E\ E', V \ V') részgrafot értjiik.
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Sétak, vonalak, utak és korok

Legyen G = (@, E, V) egy graf.
-Egy G-beli n hosszii séta v-bél v’-be egy olyan

Vo, €1, V1, €2y V2, ...y Vp_1,Eny Vp,

n > 0 véges sorozat, amelyre e; a vj_1 és v; cslicsokra illeszked? él,
hal<i<nésvy=v, v, =v'

-Ha v = v/, a sétat zart sétanak neveziink, egyébként nyilt sétanak.
-Ha a sétaban szerepl6 élek mind kiilénb6z&ek, akkor vonalnak
nevezziik.

-Ha egy vonal zart séta, akkor zdrt vonalnak nevezziik, egyébként
nyilt vonalnak.

-Egy sétat dtnak fogunk nevezni, ha a vo, vi,..., v, csicsok mind
kiilonbozék.
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-A nulla hossza sétak mind utak és egyetlen csicsbdl allnak.

-Az egy hosszi sétak utak, ha a benniik szerepl6 egyetlen él nem
hurokél.

-Egy Gt nem tartalmazhat sem hurokélt, sem parhuzamos éleket,
sem ugyanazt az élt kétszer.

-Specialisan, egy Gt mindig vonal.

Kor

-Egy legalabb egy hosszi zart vonalat kémek neveziink, ha a kezdg-
és a végpont megegyeznek, de egyébként a vonal pontjai
kiilonbozGek.

-Az egy hosszi korok egyetlen hurokélt tartalmaznak.

-A kett8 hosszi korok két kiilonbozs, de parhuzamos élt
tartalmaznak.

-Ha egy kor 3, 4, ... hosszi, akkor néha hiromszégnek,
négyszognek, ... nevezziik.
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7.7. dbra

v3, €g, Vg, €9, Vg, €10, Vg, €8, V3 zart séta, de nem Gt és nem vonal;
Vi, €1, V2, €2, V3, €3, V4, €4, V5, €5, V6, €6, V7, €7, V3, €8, Vg

vonal, de nem (t;

Vi, €1, Vo, €, v3 (Ot is, vonal is;

V3, €3, V4, €4, V5, €5, V6, €6, V7, €7, V3 kor.
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Az el6z6 pont jeldléseivel, barmely G grafban a kiilénbéz6 v és v’
csticsokat dsszekotd sétabol alkalmasan térélve e;, v; parokat, a v-t
v'vel 6sszekétd utat kaphatunk.

Bizonyitas

Ha vi = vj, i <, tordljiik az
€it+1y Vitly €i+2y Vit2y .-y €y Vj

részt, és ismételjiik ezt, amig minden csics kiilénb6z6 lesz.
Mivel a séta hossza minden lépésben csokken, az eljaras véges sok
|épésben véget ér.
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Barmely G grafban egy legalabb egy hosszisagi zart vonal véges
sok paronként éldiszjunkt kdr egyesitése.

Bizonyitas

Ha nincs ismétlédé csics, kivéve, hogy az els6 és utolsd
megegyezik, a vonal mar kor, és készen vagyunk.

Egyébként az ismétl6ds csics elsé eléfordulasatol a masodikig
haladva,

egy rovidebb zart vonalat kapunk, és ezt kihagyva,

az eredeti vonalbdl is egy révidebb zart vonal marad.

Ezek koziil azokkal, amelyek nem kdrok, megismételjiik az eljarast.
Minden |épésben, ha van még olyan zart vonal, amely nem kdr,
abbdl két rovidebb vonalat kapunk.

Veégiil csupa kor marad.
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Osszefiiggdség

Egy grafot dsszefiiggének neveziink, ha barmely két csiicsa
Osszekothetd sétaval.

-Ez azzal ekvivalens, hogy barmely két csiicsa 6sszekothetd attal.
-Nyilvan egy adott graf csicsaira az a relacio, hogy két csics
Osszekothetd Gttal, ekvivalenciarelacié a csiicsok halmazan, igy
meghatéroz egy osztalyozast.

-A csicsok egy adott osztalya altal meghatarozott telitett részgraf a
graf egy komponense.

-Két kiilonb6z6 osztalyba tartozé csiics nem lehet szomszédos, igy
a graf minden éle hozzatartozik egy komponenshez.

-Egy graf akkor és csak akkor Gsszefliggs,

ha minden csiics ugyanabba az osztéalyba tartozik, azaz ha csak

egyetlen komponense van.
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Egy grafot fanak neveziink, ha Gsszefligg6 és nincs kore.

Tétel

Egy G egyszerii grafra a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(1)G fa;

(2)G Osszetiiggd, de barmely él torlésével a kapott részgraf mar
nem &sszefliggo;

(3)ha v és v’ a G kiilonb6zé csiicsai, akkor pontosan egy dt van
v-bél v'-be;

(4)G-nek nincs kére, de barmilyen dj él hozzavételével kapott graf
mar tartalmaz kort.

A\

Bizonyitas

-Ha egy, mondjuk v, v’ végponti élt tordlve, a graf dsszefiiggd
maradna,

akkor létezne Gt v-b8l v’-be, amit kiegészitve a tordlt éllel, egy kort
kapnank, igy (1)-bél kdvetkezik (2).
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Bizonyitas folytats$a

-Ha most két kiilonb6zd at lenne v-bél v/-be,

akkor az egyiken szerepl6 csiicsokat v, vy, vo,...-vel,

a masikban szerepléket v, v{, vy, ...-vel jeldlve,

legyen k a legkisebb olyan index, amelyre v; # v;.

Tordlve a v 1, vk végponta élt, a graf 6sszefiiggé maradna,

mivel barmely sétaban, amelyben ez az él szerepel,
helyettesithetjiik a vk_1, v, V{ qy-++yV'yeety Vg1, Vi cscsokon at
haladé sétaval.

Ezzel belattuk, hogy (2)-bél kovetkezik (3).

-Ha a grafban van egy v, v/,... v kor,

akkor nyilvan két at vezet v-bdl v'-be, igy (3)-bdl kdvetkezik (1).
-Végiil, ha a graf fa, akkor kérmentes.

Ha egy () hurokélt vesziink hozza, akkor mar tartalmaz kort,

ha pedig az 4] él végpontjai v # v’, akkor a v-bél v'-be vezetd utat
ezzel kiegészitve, kort kapunk.

o
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Bizonyitas folytatasa

-Megforditva, ha (4) teljesiil,

akkor azt kell megmutatni, hogy

barmely v # v’-re vezet séta v-bél v’-be.

Vegyiink hozza egy 0j élt a grafhoz, amelynek végpontjai v és v'.
Az aj grafban van kor.

Ebben az 0j él kell, hogy szerepeljen.

Tordlve a korbdl az aj élt, egy utat kapunk v-bdl v’-be.
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Ha egy G véges gratban nincs kér, de van él, akkor van legalabb két
elséfoki csiics.

Bizonyitas

A G-beli utak kdzott van maximalis hosszlsagu.

Valasszunk egy ilyet, ennek hossza legalabb 1.

Vezessen v-bél v'-be.

Megmutatjuk, hogy v és v’ is elséfokiak.

Ha valamelyik nem lenne elséfoki, akkor bel6le még vezetne
valahova él.

Ha egy olyan csiicsba, amely nincs az adott Gton, akkor az Gt
hossza nem maximalis.

Ha egy olyan cslicsba, amely az Gton van, akkor a grafban van kor.
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Tétel

Egy G egyszerii véges grafra n csiiccsal a kbvetkezé feltételek
ekvivalensek:

(1)G fa;

(2)G-ben nincs kor és n — 1 éle van;

(3)G &sszetiiggd és n — 1 éle van.

\

Bizonyitas

-Ha n =1, az allitas trivialis.

Tegyiik fel, hogy G fa, n > 1, és legyen v, egy olyan csiicsa G-nek,
amelynek csak egy szomszédja van, v, ;.

Tordljik a v, csicsot: a maradék G’ graf fa,

mivel barmely Gtnak v, csak a kezdépontja vagy a végpontja lehet.
lgy n szerinti indukciéval kapjuk (1)-bél (2)-t.

-Hasonl6an kapjuk (2)-bél (3)-at:

a fenti jelolésekkel G 6sszefiiggs, mivel v,-bél vezet at v, _1-be és

(teljes indukciéval) v,_1-b8l vezet at G’-ben minden mas csicsba.

- -
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Bizonyitas folytatasa

-Végiil tegyiik fel, hogy (3) teljesiil.

Ha G-nek van kore, akkor a kdr barmely élét tordlve,

egy olyan grafot kapunk, amely még mindig Gsszefliggs.

Folytassuk az élek torlését addig, amig végiil mar nem marad kor a
grafban.

Ha k lépést tettiink, akkor egy n csucsa fat kapunk n— k — 1 éllel.
De mivel (1)-b&l kovetkezik (2), csak k = 0 lehetséges.
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Egy G graf egy feszitéfdja egy olyan F részgrafja G-nek, amely fa
és a csicsainak halmaza megegyezik G csicsainak halmazaval.

U1 Uy U1 Uq
€4 €2
€4
C1 C3 Ci C3
g €2 U3 Vg V3
gt
7.8. dbra
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Minden véges Osszefiiggé grafnak létezik feszitéfdja.

Bizonyitas

A bizonyitas konstruktiv.

Amig van a grafban kor, hagyjuk el annak egyik élét.

A maradék graf osszefiiggé marad.

Véges sok |épésben az eljaras megakad: ekkor a kapott graf
Osszefliggd és kormentes.
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Egy G = (@, E, V) véges dsszefiiggd grafban létezik
5(E) —g(V) + 1 kér, amelyek élhalmaza kiilonbézé.

Bizonyitas

Legyen F egy feszitéfaja G-nek.

Ennek (V) — 1 éle van.

Legyen E’ a G azon éleinek halmaza, amelyek nem szerepelnek
F-ben.

Ha e € E’, akkor ezt az élt hozzdadva F-hez, a kapott graf
tartalmaz legalabb egy K¢ kort.

Az eredeti graf is tartalmazza K,-t.

A kapott Ke kor tartalmazza e-t,

de ha e # e’ € E’, akkor K./ nem tartalmazza e-t,

igy a Ke, e € E' korok élhalmazai mind kiilonbdzéek.
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Megjegyzés

-Az el6z8 bizonyitasban szerepl§ K, kor élhalmazat az e € E' él
egyértelmiien meghatérozza.

Ha ugyanis az F feszit6fahoz hozzaadva az e élt,

a kapott grafban két kiilonb6z6 élhalmaza kor lenne,

mivel mindkett$ tartalmazza e-t, az e egyik végpontjatél a masikig
két kiilonboz6 aton is el lehetne jutni F-ben,

igy F nem lenne fa.

-Az el6z6 bizonyitasban szereplé K., e € E’ korrendszer élhalmazait
tehat az F feszit6fa egyértelmiien meghatarozza.

Ezt a kdorrendszert az F feszitéfahoz tartozé alapkérrendszernek
nevezziik.

-Lehet, hogy a grafban mas élhalmaza kordk is vannak,

de megmutathatd, hogy egy alapkdrrendszer segitségével
megadhaté G valamennyi kore.

-A tételben szerepld szam csakalsé korlat, hiszen példaul a
tetraéder élgrafjaban tobb kor van, mint §(E) —h(V) + 1.

.
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Vagas

Legyen G = (@, E, V) egy graf.

-Ha v/, v csicsok,

Vicv,

és minden v’-bél v”-be vivé Gtban szerepel valamely v € V' csiics,
akkor azt mondjuk, hogy V' elvdgja a v’ és v” csicsokat.

-Ha E’ C E és minden v’-bél v”-be vivé atban szerepel valamely
ec E'él,

akkor azt mondjuk, hogy E’ elvagja a v’,v"” csicsokat.

-Ha vannak olyan csicsok, amelyeket az E’ élhalmaz elvag,
akkor E’-t elvago élhalmaznak nevezziik.

-Ha egy elvagé halmaznak nincs olyan valédi részhalmaza,

amely ugyancsak elvagé halmaz, akkor vdgdsnak nevezziik.
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Allitas
Egy G = (@, E, V) véges dsszefiiggd grafban létezik j(V) — 1
kiilnbéz6 vagas.

Bizonyitas

| \

Legyen F egy feszité6faja G-nek, az F éleinek halmaza legyen E’.
Konstrualunk E., e € E’ vagasokat agy, hogy E. tartalmazza az
e € E'élt,

de semmilyen mas e’ € E’ élt nem tartalmaz.

Az E \ E’ élhalmaz nem elvagé halmaz, hiszen F osszefiiggs.

Az (E \ E’)U{e}, e € E’ halmazok viszont elvagé halmazok.
Tehat minden il yen halmaz tartalmaz legalabb egy vagast, legyen
ez E..

Ez nyilvan tartalmazza az e élt, de mas e’ € E’ élt nem tartalmaz.
Egyébként az (E \ E’) U{e} élhalmaz pontosan egy vagast
tartalmaz,

mivel e torlése E’-bsl két komponensre vagja a fat.

o
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Bizonyitas folytatasa

A véagasban pontosan azok az élek vannak,
amelyeknek végpontjai kiilonbdz6 komponensekben vannak.

Erds

Kormentes grafot erdének neveziink.

Egy erd6 komponensei nyilvan fak, a fak pedig ésszefiiggd erdék.
Egy graf olyan részgrafjat, amely a graf minden komponensébél egy
feszitéfat tartalmaz,

a graf feszit6 erddjének neveziink.

Egy véges erd6 éleinek szama nyilvan a csiicsok szdmanak és a
komponensek szamanak kiilonbsége.

A nem osszefiiggs grafoknal az erd6k ugyanazt a szerepet toltik be,

mint az Osszefiiggd grafoknal a fak.
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Euler-vonal

A legelsé grafelméleti problémaval Eulernél talalkozunk:

Egy folyén két sziget van, amelyeket hid kot dssze.

Az egyik szigetet két-két, a masikat egy-egy hid koti 6ssze mindkét
parttal.

Be lehet-e jarni egy pontbdl indulva a hét hidat dgy, hogy

mindegyiken pontosan egyszer haladunk at, és ugyanoda érkeziink
vissza?

Altalanosabban kérdezhetjiik, hogy egy véges grafban létezik-e
olyan zart vonal,

amelyben minden él szerepel,

illetve adott v, v’ csiicsokhoz a v-bél v’-be vezet6 olyan vonal,
agynevezett Euler-vonal, amelyben minden él szerepel.
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7.9. abra: Ko6nigsbergi hidak
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Ha v # v/, akkor v minden eléforduldsanal az Euler-vonalban két él
szerepel,

amely illeszkedik v-re, kivéve az elsét, igy v paratlan foka.
Hasonl6an adédik, hogy v’ is paratlan foka, minden mas csics
pedig paros foka,

és ha v = v/, akkor minden csiics péros foka.

Ez az egyszerii sziikséges feltétel mutatja, hogy

Euler problémajara a valasz negativ.

Masrészt, ez a sziikséges feltétel elégséges is, ha a (véges) graf
Osszefliggd.

A kovetkezs allitas egy altalanosabb kérdést is megvalaszol.
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Allitas
Egy véges Osszefiiggd grafban pontosan akkor létezik zart
Euler-vonal, ha minden csiics paros foki.

Ha egy véges Gsszefiiggd graf 2s paratlan foki csicsot tartalmaz,
ahol s € N, akkor a graf s darab paronként éldiszjunkt nyilt vonal
egyesitése.

Bizonyitas

| A\

A bizonyitas konstruktiv.
El6szor tegyiik fel, hogy s = 0.

Induljunk ki egy tetszélegesen kivalasztott v csicsbol allo, élt nem
tartalmazé zart vonalbdl.

Ha az eddigi kapott zart vonalban nem minden él szerepel, akkor az
osszefligg8ség miatt van a vonalon olyan v’ csics,

amelyre illeszked6 élek kdziil nem minden él van felhasznalva.

A\
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Bizonyitas folytatasa

Induljunk el ebbdl a csicsbdl egy fel nem hasznalt élen és
haladjunk mindig fel nem hasznalt éleken.

Mivel minden csiicsra paros sok fel nem hasznalt él illeszkedik, a
tovabbhaladas csak akkor lehetséges, ha visszaériink v’-be.

Ha most az eredeti vonalon elmegyiink v-bé&l v’-be,

az 0j vonalon kdrbemegyiink, majd az eredeti vonalon haladunk
tovabb,

akkor az eredeti vonalnal hosszabb zart vonalat kapunk.

Az altalanos eset bizonyitasahoz kossiik Gssze paronként a paratlan
fokl csiicsokat egy-egy 0j éllel.

A kapott grafban van zart Euler-vonal.

Ebbél tordlve az s aj élt, s nyilt vonalra esik szét.
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Hasonlénak ting, mégis sokkal nehezebben megvalaszolhaté kérdés.

Hamilton-at

Van-e egy grafban olyan v-bél v/-be vezet6 at, amelyen a graf
minden pontja szerepel.

Egy ilyen utat Hamilton-atnak neveziink.
Hamilton-kémek egy olyan kort neveziink, amelyben a graf minden

cslcsa szerepel.

-Hamilton-at vagy Hamilton kor létezéséhez a grafnak végesnek és
osszefiiggbnek kell lenni.

-Ha egy grafban létezik Hamilton-kér, akkor nyilvan létezik
Hamilton-it is.
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Bar vannak tételek, amelyek azt mutatjak, hogy ha egy véges
osszefiiggs graf minden pontja ,elég magas” foka,

akkor létezik Hamilton-at illetve Hamilton-kor,

nem ismeriink igazan j6 kritériumot Hamilton-at illetve
Hamilton-kor |étezésére.

(%) Vg
[ ]
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7.10. abra
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A 7.10 abran egy olyan grafot lathatunk, amelyben van zart
Euler-vonal és nincs Hamilton-kor.

Gyakorlati alkalmazasokban gyakran tovabbi adatokat csatolunk a
graf éleihez, illetve csicsaihoz.

Cimkézett és Salyozott grafok

Ha adott egy G = (@, E, V) graf, a C. és C, halmazok, az
élcimkék, illetve csiicscimkék halmaza, valamint a c. : E — C, és
¢y : V — C, leképezések, az élcimkés, illetve csicscimkés, akkor a
(@, E,V,ce, Ceycy, C,) hetest cimkézett grafnak nevezziik.

Ha csak élcimkék és élcimkézés adott, akkor élcimkézett grafrdl, ha
pedig csak csiicscimkék és csiicscimkézés adott, akkor
cstcscimkézett grafrél beszéliink.

-Gyakran szinezett grafrdl beszéliink cimkézett graf helyett.

-A cimkéket felhasznalhatjuk példaul arra, hogy az adott csiicsra
illeszkedd éleket meszamozzuk, rendezziik, stb.
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Elsalyozott, csicssilyozott graf

-lgen gyakori, hogy C. =R illetve C, = R, ekkor élsilyozasrdl és
élsalyozott grafrol, illetve csicssilyozasrél és csicssilyozott grafrol
beszéliink, és a jeldlésbdl Ce-t, illetve C,-t elhagyjuk.

-Egy (@, E, V, w) élsalyozott grafban egy E’ C E véges élhalmaz
salya ) g/ w(e).

-Hasonl6an egy (@, E, V, w) cstcssilyozott grafban egy V/ C V
véges csicshalmaz silya ) .y w(v).
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Nagyon sok grafalgoritmus silyozott grafokkal foglalkozik.

Mohé algoritmus minimalis 6sszstlya feszitéerds konstrukcidjara

Egy w élsilyozassal ellatott véges grafban az dsszes csiicsot
tartalmazo lires részgrafbdl indulva, és a mar kivalasztott
részgrathoz amig lehet hozzdadva valamely minimalis silyd olyan
élt, amellyel a kivalasztott részgraf még nem tartalmaz kért, egy
minimalls salyi feszitéerd6t kapunk.

Egy (@, E, V,w) silyozott Gsszefiigg6 véges grafban az dsszes
cslicsot tartalmazé ires részgrafbol indulva, és a mar kivalasztott
részgrafhoz addig adva hozza a minimalis salyd olyan élt, amellyel a
kivalasztott részgraf még nem tartalmaz kdrt, egy minimalis salya
feszitofat kapunk.

Az algoritmus &ltalaban Kruskal algoritmusa néven ismert.
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Bizonyitas

Elég egy komponensre szoritkozni.

Vilagos, hogy a kivalasztott élek egy F feszitéfat adnak.

Tegyiik fel, hogy a minimalis salyt F’ feszitéfa sulya kisebb, mint F
stlya; valasszuk olyan F’-t, amelynek a lehetd legtobb kozos éle
van F-el.

Legyen e’ olyan éle F’-nek, amely nem éle F-nek.

Ha e’-t hozzavessziik F-hez, a kapott grafban van egy K kor.

A kor minden e élére w(e) < w(e’), mert ha valamelyikre

w(e) > w(e’) teljesiilne, az algoritmus az e helyett e’-t valasztotta
volna.

Ha F’-bél elhagyjuk e’-t, a kapott graf nem Gsszefiiggd, hanem két
komponense van.

A K koron szerepld élek egyike, e’, 6sszekototte a két komponenst.

>
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Bizonyitas folytatasa

Kell hogy legyen a koron legalabb még egy él, amely 6sszekoti a két
komponenst; jeldljik ezt e”-vel.

Az F’ grafbol elhagyva e’-t és hozzavéve e”-t, a kapott F” graf is
feszitéfa.

Tudjuk, hogy w(e”) < w(e’).

Ha w(e”) < w(e’) lenne, akkor ebbél az kovetkezne, hogy F”
stlya kisebb, mint F’ silya, igy F’ silya nem minimalis.

Ha w(e”) = w(e’) teljesiilne, akkor F” olyan minimalis salyd
feszitéfa lenne, amelynek tobb kdzos éle lenne F-el, mint F’-nek.

Mindkét eset ellentmondasra vezetett, igy belattuk, hogy az
algoritmus miikddik.
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A 7.11 abra bal oldalan lathaté graf mutatja, hogy nem mindig
tudunk a maradék élek kéziil minimalis salya élt valasztani,
kiilénben a harmadik ilyen él behizasakor kdrt kapnank.

Megjegyzés.

Moho algoritmus

Kruskal algoritmusa példa Ggynevezett mohé algoritmusra: minden
lépésben a lehetséges lehetségek koziil az adott Iépésben lehets
legkedvezSbbet valasztjuk.

Uy V1 2 Vg
99
1 N\ 0 99
1
Vg 1 V4 3 U3 (%] 2 U3
7.11. dbra
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Mohé algoritmusok folytatas

Még a Hamilton-kor keresésénél is nehezebb probléma az utazo
ligyn6k problémaja: véges, dsszefiiggs, élsulyozott grafban a
minimalis 6sszstlya Hamilton-kor megtalalasa (egyattal azt is

elddntve, van-e Hamilton-kor).

-Nem meglepd tehat, hogy az a mohé algoritmus, amely a legkisebb
saly élbél indulva, a kapott vonalat mindig, valamelyik végén egy
minimalis salya éllel hosszabbitja meg, mar egy 4 csicsponti teljes
grafban sem feltétleniil taldlja meg a minimalis salyd Hamilton-kort.
-A mohé algoritmusok nem mindig optimalisak, példaul kdnnyi
példat adni olyan 4 csilicsponti teljes grafra, amelyben a mohé
algoritmus nem adja meg a minimalis salyd Hamilton-kort.
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Megjegyzés.

A grafelmélet tobb mint 100 évig megoldatlan problémaja volt a
négyszinsejtés, mely szerint barmely sikba rajzolhaté egyszerii graf
cstcsaihoz hozzarendelhetiink négy szint agy, hogy a szomszédos
csticsokhoz rendelt szinek kiilonbdzdek. 1976-ban és amerikai
matematikusok bizonyitottak be a sejtést.

Ez volt az els6 nevezetes matematikai probléma, amelynek
bizonyitasdhoz szamitogépet is hasznaltak.
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Iranyitott grafok

Egy iranyitott grafon szemléletesen pontoknak egy halmazat értjiik,
amelyek koziil bizonyosakat iranyitott éleknek nevezett iranyitott
ivekkel dsszekatiink.

A pontos definicié megértéséhez gondoljunk arra, hogy hogyan
abrazolnank egy iranyitott grafot szamitégépben:

Definicio

Egy iranyitott graf alatt egy G = (W, E, V) harmast értiink, ahol V
a csicsok vagy szégpontok halmaza, E az élek halmaza, a W
illeszkedési leképezés pedig egy E-t V x V-be képezd leképezés.

Ha W(e) = (v,v’), akkor azt mondjuk, hogy v az e kezdépontja, v’
pedig a végpontja.

-Barmely G = (WY, E, V) iranyitott grafbdl kaphaté egy
G’ = (@, E, V) iranyitatlan graf agy, hogy az irdnyitast ,elfelejtjik”,
azaz Y(e) = (v, v’) esetén @(e)-t {v, v'}-nek definialva.
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Mindazokat a fogalmakat, amelyeket iranyitatlan grafokra
definialtunk, hasznalni fogjuk iranyitott grafokra is; ilyenkor mindig
a megfelel§ iranyitatlan grafra gondolunk.

Definicié

Azt is mondjuk, hogy G a G’ egy iranyitésa.

Természetesen egy grafnak altalaban tobb iranyitasa is van.

A G = (Y, E, V) iranyitott graf megforditasan azt a

G’ = (V' E, V) iranyitott grafot értjiik, amelyre ¥(e) = (v, v’)
esetén W'(e) = (v/, v). (Természetesen hurokél megforditasa sajat
maga.)

Iranyitott grafoknal is gyakran szokas némileg pontatlanul az
illeszkedési leképezést elhagyni a jelolésbél és egy G = (E, V)
iranyitott grafrél beszélni.

Ha az e; # e, éleknek ugyanaz a kezdGpontja és a végpontja, akkor
szigortian parhuzamos élekrél beszéliink.

-
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Graf foka

Ha G = (W, E, V) egy iranyitott graf és S C V, akkor jelolje ET(S)
azon élek halmazat, amelyek kezd6pontja S-ben, végpontja pedig
V' \ S-ben van, és jeldlje E~(S) azon élek halmazat, amelyek
végpontja S-ben, kezd6pontja pedig V' \ S-ben van.

Ha egy csiics csak véges sok élnek kezd6pontja, akkor ezek szamat
a csiics kifokanak nevezziik.

Hasonl6an, ha egy csiics csak véges sok élnek végpontja, akkor ezek
szamat a cslics befokanak nevezziik.

Ha egy csics kifoka nulla, akkor nyelének, ha pedig befoka nulla,
akkor forrgsnak nevezziik.
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A\ [1#1
Egy v € V csics kifokat rendszerint deg™ (v)-vel vagy d*(v)-vel,
befokat rendszerint deg™ (v)-vel vagy d~(v)-vel jeldljiik.

Ha G = (W, E, V) egy véges iranyitott graf, akkor nyilvan

> dtv=Y d(v) =4(E).

veVv veVv

Mivel minden Gjabb él mindkét Gsszeget eggyel ndveli.

Példa

Egy ?,, iranyitott ciklus csicsai az n-edik egységgyokok, ahol
iranyitott él megy minden egységgydkbdl a kovetkezébe
(ciklikusan).

_>
A P, irdnyitott Gsvény C ns1-b6l az 1-be vivé él adédik.

Az ?,, iranyitott csillagban az n-edik egységgyokokbdl visz
iranyitott él a nullaba.
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Iranyitott teljes graf

Adott csicshalmaznal az irdnyitott teljes graftban minden csicsbdl
minden téle kiilonb6z6 csucsba visz iranyitott él.

Az n-csicsu iranyitott teljes grafot ?,, jeloli; ez nem K, iranyitasa,
han> 1.

Példa

Legyen E egy V-beli relaci6 és legyen W(e) = e, ha e € E, azaz egy
cstcsot egy masikkal pontosan akkor kdssiink Gssze, ha az elsé
relaciéban all a masodikkal.

Ekkor (W, E, V) iranyitott graf. igy relacidk iranyitott grafokkal
szem|éltethetGk.
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Véges grafok éllistas abrazolasa

Legyen (W, E, V) egy iranyitott graf. A csicsok beolvasasakor
minden cslicsnak adunk egy sorszdmot és egy tablazatban eltaroljuk
ezt a sorszamozast.

Minden csicshoz felépitjiik azon élek listajat, amelyeknek ez a
csiics a kezd6pontja: a V¥ leképezés olvasasakor, ha az (e, (v, v’'))
part olvassuk, akkor az (n, n’) part hozzafiizziik az n sorszamui
csucs listajahoz, ahol n a v, az n’ pedig a v’ csiics sorszama.

Egyéb informacickat, példaul a csicsok illetve élek nevét, cimkéket,
stb., is a cstcshoz illetve élhez fiizhetiink.

Sok grafalgoritmus kényelmesen megvaldsithaté az éllistas
abrazolassal.
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Példaul a graf megforditasat Ggy kaphatjuk, hogy az éllistakat
végigolvasva, felépitjiik a megforditas éllistas abrazolast.
Iranyitatlan grafok éllistas abrazolasanal minden élt mindegyik
végpontjanak az éllistdjaba beirunk.

Ez annak felel meg, hogy minden nem hurokélt egy oda-vissza
meng irdnyitott élparnak tekintiink.

Szamos iranyitott grafokra kidolgozott algoritmus ezzel az
abrazolassal iranyitatlan grafokra is miikodik.
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Iranyitott grafok izomorfiaja

AG= (Y, E,V)és G' =V, E' V') grafok izomorfak, ha van
olyan az E-t E’-re képez6 kolcsondsen egyértelmii f és a V-t V'-re
képezd kolcsondsen egyértelmii g leképezés, hogy minden e € E-re
egy v € V pontosan akkor kezd6pontja e-nek, ha g(v) kezd6pontja
f(e)-nek és pontosan akkor végpontja e-nek, ha g(v) végpontja
f(e)-nek, azaz az (f, g) par tartja a "kezdépontja" és a
""végpontja" relacidkat.
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Iranyitott részgraf

A G' = (V' E’, V') iranyitott grafot a G = (Y, E, V) iranyitott
graf irdnyitott részgrafijanak nevezziik, ha E' C E, V/ C V és
Y cw.

Néha azt mondjuk, hogy G a G’ irdnyitott szupergréfja.

Ha a G’ iranyitott részgraf mindazokat az éleket tartalmazza,
amelyek kezdépontjai és végpontjai is V'-ben vannak, akkor G’-t a
V' altal meghatarozott feszitett irdnyitott részgrafnak vagy

telitett irdnyitott részgrafmak nevezziik.
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Komplementer

Ha G’ = (W', E’, V') iranyitott részgrafjaa G = (W, E, V)
iranyitott grafnak, akkor a G’-nek G-re vonatkozé komplementerén
a (Ylg\er, E\ E', V) grafot értjiik.

Ha nem mondjuk meg, hogy melyik grafra vonatkozé
komplementerrél van sz, akkor az iranyitott teljes grafra
vonatkozé komplementerre gondolunk.
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Elhalmaz- csiicshalmaz torlésével kapott részgraf

Ha G = (W, E, V) egy iranyitott graf és E’ C E, akkor a G-bdl az
E’ élhalmaz torlésével kapott iranyitott grafon a

G' = (Ylg\g/, E \ E', V) iranyitott részgrafot értjiik.

Ha G = (W, E, V) egy iranyitott graf és V/ C V, akkor legyen E’
az Osszes olyan élek halmaza, amelyeknek kezd6pontja vagy
végpontja valamely V’-beli csics.

A G-b8l a V' csicshalmaz torlésével kapott irdnyitott grafon a
G'=Wege, E\E',V\ V') részgrafot értjiik.
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Iranyitott sétak, vonalak, utak és kdrok

Legyen G = (Y, E, V) egy iranyitott graf.
Egy G-beli n hosszii irdnyitott séta v-bél v'-be egy olyan

Vo, €1, V1, €2, V2, ...y Vp_1,Eny Vp,

n > 0 véges sorozat, amelyre e; kezdGpontja v;_; végpontja pedig
viihal<i<nésy=v, v,=v"

Elegend6 az élek sorozatat megadni, mert azok meghatarozzak a
cshcsokat.

Ha v = v/, az irdnyitott sétat zart irdnyitott sétanak neveziink,
egyébként nyilt iranyitott sétanak.

Ha az irdnyitott sétaban szereplé élek mind kiilonb6z6ek, akkor
iranyitott vonalnak nevezziik.
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Ha egy iranyitott vonal zart iranyitott séta, akkor
zart iranyitott vonalnak nevezziik, egyébként
nyilt irdnyitott vonalnak.

Egy iranyitott sétat irdnyitott dtnak fogunk nevezni, ha a
V0y Viy -« .y Vp cslcsok mind kiilonbozsk.

Egy legalabb egy hosszii zart iranyitott vonalat irdnyitott kémek
neveziink, ha a kezdé- és a végpont megegyeznek, de egyébként az
iranyitott vonal barmely mas pontja ezektdl és egymastdl
kiilonbozik.

Az, hogy v-bél vezet iranyitott séta a v’-be, nyilvan azzal
ekvivalens, hogy v-b&l v’-be vezet iranyitott Gt.

Ez a relacié nyilvan tranzitiv.

Ha a megfelel6 szigora relacié irreflexiv is - ami azzal ekvivalens,
hogy nincs iranyitott kor - akkor részben rendezés. Az alabbi
algoritmus eldonti, hogy van-e iranyitott kdr, és ha nincs, akkor ezt
a részben rendezést kiterjeszti rendezéssé.

o
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Topologikus rendezés

Az alabbi algoritmuss egy véges grafra eldonti, hogy van-e benne
iranyitott kor, és ha nincs, akkor megadja a csiicsok egy olyan
sorrendjét, hogy csak akkor megy egy v csicsbdl él egy v’ csacsba,
ha ebben a sorrendben v elébb van mint v'.

(1)[Inicializalas] Beolvassuk a grafot és felépitjiik az éllistas
abrazolasat, egyattal minden csiicshoz meghatarozva a befokat is.
A nulla befoki csiicsokat betessziik az eredmény sorba.

Legyen n a csiicsok szdma, m az eredmény sorba tett cslicsok
szama és | « 1.

(2) [Vége?] Ha i > n, a sorrend az eredmény sorban.
Egyébként, ha i > m, akkor van iranyitott kér a maradék n — m
cstcst grafban.

(3) [éltorlesek] Az eredmény sor i-edik elemébdl kiindulé éleket
egyenként toriiljiik, az él végpontjanak befokat mindig eggyel
csokkentve.

o
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Topologikus rendezés folytatsa

Ha valamelyik csics befoka nulla lesz, akkor a sor végére tessziik,
eggyel névelve m-t.

Végiil legyen i < i + 1 és menjiink a (2)-re.

Bizonyitas

Ha egy csiics bekeriil az eredmény sorba, akkor mar minden olyan él
amelybél hozza vezet él, a sorban van.

Ha nem minden csics keriil be az eredmény sorba, akkor a maradék
graf csiicsain nem lehet részben rendezés az a relacié, hogy vezet él
az egyikbdl a masikba, mert nincs legkisebb elem.

lgy a megfelel szigori relacié nem irreflexiv, tehat van iranyitott
kor.
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Er6s dsszefiiggbség

Egy iranyitott grafot erdsen &sszefiiggbnek neveziink, ha barmely
(v,v’) csiicspar esetén vezet iranyitott séta v-bdl v’-be.

Ez azzal ekvivalens, hogy barmely (v, v’) csicspar esetén vezet
irdnyitott Gt v-bél v’'-be.

Nyilvan egy adott graf csiicsaira az a relacié, hogy az egyikbél a
masikba és a masikbdl az egyikbe is vezett iranyitott at,
ekvivalencia relacié a csiicsok halmazan, igy meghataroz egy
osztalyozast.

A csiicsok egy adott osztalya altal meghatarozott telitett iranyitott
részgraf az iranyitott graf egy erés komponense.

Vegyiik észre, -az iranyitatlan grafokkal ellentétben- nem feltétleniil
tartozik az iranyitott graf minden éle valamely erés komponenshez.

Egy iranyitott graf akkor és csak akkor erGsen Gsszefiiggs, ha
minden csics ugyanabba az osztalyba tartozik, azaz ha csak
egyetlen erés komponense van.

o
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7.13. abra
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Iranyitott fak

Egy iranyitott grafot iranyitott fanak neveziink, ha fa, és van egy
olyan csiicsa, melynek a befoka 0, az &sszes tdbbi csiics befoka 1.

Azt a csiicsot, melynek a befoka 0 csics nyilvan egyértelmien
meghatarozott, ez az iranyitott fa gydkére.

Az t hossza szerinti indukciéval adédik, hogy a gydkérbsl barmely
adott cslicsba vezetd egyetlen Gt egyben iranyitott Gt is; ennek
hossza az adott csiics szintje.

A csiacsok szintjeinek maximumat (amely véges iranyitott fa esetén
letezik) a fa magassaganak nevezziik.

Ha van olyan él, amelynek v a kezdéponja, v’ pedig a végpontja,
akkor azt mondjuk, hogy v’ a v gyermeke, illetve hogy a v a v’
sziilgje.

Ha két csiicsnak ugyanaz a sziilGje, akkor testvér-nek nevezziik
Gket.
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iranyitott fa (folytatas)
Barmely v csiicsra tekinthetjiik azon cstcsok halmazat, amelyekhez
vezet iranyitott Ot v-bél.

Ezek a csucsok meghataroznak egy feszitett iranyitott részgrafot,
amely nyilvan iranyitott fe és v a gyokere; ezt a v-ben gydkerezd
iranyitott részfanak nevezziik.

Iranyitott fanak azokat a csiicsait, amelyek kifoka nulla, levélnek
nevezzuk.

Ha egy iranyitatlan faban kijeldliink egy cstcsot, akkor
gy6keres fardl beszéliink.

Gyokeres fanak egy és csak egy iranyitasa van, amellyel iranyitott fa
lesz Ggy, hogy a kijeldlt csics a gyokér: a kijeldlt csticsbol egy
masik adott csiicsba vezet§ egyetlen utolsé éle legyen az adott
cslicshoz tartozo egyetlen bemeng él.

Igy a gyokér ekvivalens az iranyitds megadasaval.
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iranyitott fa (folytatas)

Egy g-ad rendii fa egy olyan élcimkézett iranyitott fe, amelyben
minden él cimkéje egy g-nal kisebb természetes szam és minden
csacsra a kimeng élek cimkéi kiilonboznek.

Legfontosabbak a bindris fak: itt 0 vagy 1 helyett bal illetve jobb
kimend élr8l , stb. beszélunk.

Megjegyezziik, hogy két g-ad rendii fat akkor is kiildnézének
tekintiink, ha csak a cimkézésben kiilonboznek, példaul, ha egy
binaris faban csak egyetlen él van, akkor sem mindegy, hogy az bal
vagy jobb él.

Az iranyitott fakat agy szoktuk lerajzolni, hogy a gydkér van feliil.
Ez nem felel meg a széhasznalatnak, de megfelel a
gondolkodasunknak: gydkér alatt vannak a gyermekei, stb,
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-Kupac
-Kupac rendezés
-B-fa

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Dijkstra médszere

A (W, E, V,w) véges sulyozott iranyitott tegyiik fel, hogy az
élsalyok pozitivak, s€ V és T C V.

Az alabbi algoritmus a csicshalmazon értelmez egy d: V — R
fiiggvényt, amely t € T esetén az adott s csicsbél a t csicsba
vezetd iranyitott sétdk silyanak minimuma (o0, ha nincs ilyen
séta ):

(1) [Inicializalas] Legyen S = 0, H = {s} és d(s) = 0; minden mas v
csiicsra legyen d(v) = +oo.

(2)[Kész?] Ha T C S, vagy H = (), akkor az algoritmus véget ért.
(3) [Bévités] Legyen t € H egy olyan csiics, amelyre d(t) minimalis.
Tegyiik at t-t S-be, és minden e élre, amely t-bél v € V \ S-be
vezet, ha d(t) + w(e) < d(v), akkor legyen d(v) = d(t) + w(e), és
ha v ¢ H, tegyiik at v-t H-ba. Menjiink (2)-re.

-
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Bizonyitas

Indukciéval megmutatjuk, hogy minden t € S-re d(t) az s csicsbdl
a t csiicsba vezet6 iranyitott sétak salyanak minimuma, ha pedig
v € H, akkor minden olyan s-bél v-be vezet§ iranyitottsétanak,
amelynek minden csiicsa S-ben van, kivéve az utolsét, a salya
legalabb d(v).

Inicializalas utan ez nyilvanvald.

Tegyiik fel, hogy (3)-ban t-t valasztottuk és tekintsiink egy
tetsz6leges s-bél t-be vezetd iranyitott sétat.

Legyen ennek silya W. Legyen t’ a séta els§ olyan csacsa, amely
nincs S-ben.

A séta s-bél t’-ig vivs részének W' sulyara W/ < W és az
indukciés feltevés szerint W' > d(t'), igy W > d(t).

Miutan (3)-ban a d(v) értékeket megvalzoztattuk, ha egy séta
s-bél v-be visz és csak az utolsé csiicsa nincs S-ben, legyen t’ az
utolsé eldtti csiicsa, e pedig az utolsé éle.

o
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Bizonyitas folytatasa

Mivel t' € S az s-t8l t'-ig vezetd részséta sulya legalabb d(t'), igy
a teljes séta silya legalabb d(t’) + w(e) és amikor t’-t bevettiil
S-be, legfeljebb ennyire allitottuk d(v) értékét, azéta pedig csak
csokkenhetett.

Megjegyzés

Az el6z6 algoritmus kdnnyen mdédosithaté agy, hogy egy az s-bdl
t-be vezet6 minimalis dsszsuly sétat is megkapjuk: amikor d(v)
étrékét modositjuk, jegyezziik fel a v cstcshoz az e élt, feliilirva az
el6z6 feljegyzést, ha volt olyan.

A feljegyzések segitségével visszafelé kovethetiink egy minimalis
Osszsulyl sétat. Ha minden ilyen sétara sziikségiink van, akkor
minden csicsnal éleknek egy listajat kell nyilvantartanunk: amig
v & H, a lista ires, egyébként ha (3)-ban d(t) + w(t) < d(v),
akkor e-vel bévitjiik a listat, ha pedig d(t) + w(e) < d(v), akkor
toroljik, és beletessziik e-t.

Mivel minden ilyen séta t, mert az élek silya pozitiv.
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Dinamikus programozas

Néha olyan feladattal talalkozunk, amely szamos egymast atfeds
részfeladatra vezet.

[lyenkor célszeriibb lehet az Gsszes részfeladatot megoldani.

Példaul, ha csak az s-bél t-be vezeté minimalis Gsszsulyl séta salya
érdekel benniinket, akkor is célszer(ibb - mint azt Dijkstra
algoritmusaban tessziik - minden csiicsra elkezdeni megoldani a
feladatot.

Ezt a megoldasi médszert nevezik dinamikus programozasnak.

-Szélességi bejaras
-Mélységi bejaras
-Dinic-Dinic médszere
-PERT
-Folyamprobléma
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Grafok rajzolhatésaga

Legyen X C R".

Egy X-beli gorbe egy, a [0,1] valés intervallumot X-be képezS I
folytonos fiiggvény.

Azt mondjuk, hogy v(0) a vy gérbe kezdépontja, y(1) pedig az
gorbe végpontja.

Ha legfeljebb a kezdé és végpontok egyeznek meg, akkor azt
mondjk, hogy v egyszerii gorbe.

Egy G = (¥, E, V) iranyitott graf egy X-beli lerajzoldsan azt
értjiik, hogy a graf cstcsaihoz X kiilonb6z8 pontjait, éleihez pedig
X-beli egyszerii gorbéket rendeliink, amelyek egymast nem metszik;
pontosan fogalmazva a G graf X-beli lerajzolasan egy (f, g)
fliggvénypart értiink, ahol  : V — X kolcsondsen egyértelmi, g
pedig minden e € E-hez egy olyan X-beli ge egyszerii gorbét rendel.
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Grafok rajzolhatésaga

Kezdépontja e kezd6pontjanak f altali képe, végpontja e
végpontjanak f altali képe, és a ge(10,1[), e € E halmazok
egymastél és rng(f)-t8l diszjunktak.

Egy iranyitatlan graf egy X-beli lerajzolasan barmelyik
iranyitdsanak az X-beli lerajzolasat értjiik.

Ha a G (iranyitott vagy iranyitatlan) grafnak létezik egy

X C R™beli lerajzolasa, akkor azt mondjuk, hogy G az X-be
rajzolhatg.

Nem minden graf rajzolhatd, mert példaul lehet, hogy olyan sok
csiacs van, hogy eleve nem létezik f : V — X kdlcsonésen
egyértelmii leképezés.

Ezért csak véges grafokkal foglalkozunk.

A rajzolhatdésagra vonatkozé allitasaink atvihetGek tetszGleges véges
grafokra is.
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Csak a sikba, gombfeliiletre és a (harom dimenziés) térbe
rajzolhatésaggal foglalkozunk.

Tetszbleges véges egyszerii graf R3-ba rajzolhatsé.

Bizonyitas

Ha legfeljebb harom csiics van, az allitas nyilvanvalo.

Egyébként a cslicsok szama szerinti indukciéval haladunk:
Kivalasztva egy v csiicsot, a tobbi csics altal feszitett részgraf
R3-ba rajzolhaté.

A tobbi csiics R3-beli képei koziil barmely harom meghataroz egy
sikot.

Valasszuk v képét gy, hogy ezen sikok egyikén se legyen rajta.
Legyenek azon élek képei, amelyeknek végpontja v, linearis
fliggvények.
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Segédtétel

Legyen X C R3 egy gombfeliilet és (f,g) a G = (W, E, V) egyszerii
véges graf egy X-beli lerajzolasa.
Ekkor van olyan x € X pont, amely sem f, sem a ge, e € E

egyszer(i gorbék értékkészletében nincs benne.
>

Egy G = (Y, E, V) egyszerii véges graf pontosan akkor rajzolhaté
egy X C R3 egy gombfeliiletre, ha sikba rajzolhaté.

>
Ha a graf sikba rajzolhatd, valasszunk egy, a sikot érinté
gombfeliiletet, és a gdmbnek érintési ponttal ("déli sarok")
atellenes pontjabdl ("északi sarok") vetitsiik a graf sikba rajzolasat
a gombfeliiletre.
A megforditas az el6z6 segédtételen malik: valasszuk ki a
segédtételben leirt x pontot, legyen ez az "északi sarok" és vegyiink
fel olyan sikot,

v,
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Bizonyitas folytatasa

amely az ezzel atellenes pontban ("déli sarok") érinti a
gombfeliiletet, majd az x pontbdl vetitsiik a graf gémbfeliiletre
rajzolasat a sikra.

Az R" egy X nyilt részhalmazat tartomanynak nevezziik, ha
barmely két kiilonbdzd pontjahoz van olyan X-beli egyszerii gorbe,
amelynek az egyik pont a kezdGpontja, a masik pedig a végpontja.

Euler tétele
Legyen (f,g) a G = (Y, E, V) egyszerii véges osszefliggd graf egy
sikba rajzolasa.

Ekkor a G’ = Uecgerng(ge) halmaz komplementere
2+ f(E) — (V) paronként diszjunkt tartomany egyesitése.
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Grafok topologikus ekvivalenciaja

A G és G’ véges grafokat topologikusan izomorfnak nevezziik, ha
az alabbi lépést, illetve a forditottjat alkalmazva, véges sok
lépésben az egyikbél a masikkal izomorf grafot kaphatunk:

egy masodfoki pontot elhagyunk, és a szomszédjait 6sszekotjik
egy éllel.

Kuratowski tétele

| A\

Egy egyszerii véges graf akkor és csak akkor sikba rajzolhaté, ha
nincs olyan részgrafja, amely topologikusan izomorf a Ks 6t
szogponti teljes graffal vagy a K33 ,hdrom haz, harom kat" graffal.

-A Petersen-graf nem sikba rajzolhatd, mivel tartalmaz a K3 3-mal
topologikusan izomorf részgrafot.

(Tordljuk barmelyik cstcsot, majd redukaljuk a kapott grafot a
masodfokd csiicsok kikiiszobolésével.)
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Grafok matrixai

Ha n, m € N természetes szamok, egy m-szer n-es a matrix egy
(hj)—aij, ,j €N, 1<i<m, 1<) <n leképezés.

Egy matrixot rendszerint téglalap alakban rendezett tablazatként
képzeliink el, ahol az i-edik sor j-edik eleme (masként a j-edik
oszlop i-edik eleme) a; ;.

Ezért az elsé indexet sorindexnek, a masodik indexet
oszlopindexnek nevezziik.

(Néha egy matrix sorait és oszlopait nullatél kezdve indexeljiik.)
Ha egy G = (Y, E, V) iranyitott graf élei er, e, ..., e, csicsai
pedig vi, va, ..., Vm, akkor az alabbi é/matrix vagy

illeszkedési matrix egyértelmiien megadja a grafot:
1<i<més1l<j<nesetén a;;j =1, ha ej-nek v; kezdépontja és
ajj = —1, ha ej nem hurokél, és ej-nek v; végpontja.

A megfelel§ iranyitatlan graf élmatrixan az |a; ;| matrixot értjiik.
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Grafok matrixai

A G iranyitott véges graf b csiicsmatrixaban legyen b;j a v;
kezd6pontd, v; végpontl élek szdma, ha 1 <i,j < m.

A megfelel6 iranyitatlan graf csicsmatrixat kicsit masként
értelmezziik:

ha 1 </,j < m akkor i = j esetén legyen b;; a v; csiicsra illeszkedd
hurokélek szama, egyébként pedig legyen a v; és v; cslicsokra is
illeszkedd élek szama.

Megjegyeziik, hogy bar tobb mas médon is rendelhetiink grafokhoz
matrixokat és a matrixok felhasznalhaték graf szamitégépes
abrazolasara, bar erre a célra mas adatszerkezetek, példaul lancolt
listak gyakran gazdasagosabban hasznalhaték.
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Algebra

Algebrai struktarak

Algebrai struktirak

Az algebrai struktarakat (H; Q) parral jeloljik, ahol H tetszéleges
halmaz (tart6halmaz), QO H-n értelmezett miiveletek halmaza.
Ha Q az ng nullavaltozés, n; egyvaltozés és rendre n; i-valtozés

miiveletekbdl all, akkor azt mondjuk, hogy az (ng, n1,..., nj,...)
sorozat az (H; Q).

Félcsoport, csoport, kommutativitas

Legyen * egy binér miivelet a G halmazon.

A (G, ) part szokas grupoidnak is nevezni.
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Semleges elem

A G egy s elemét bal illetve jobb oldali semleges elemnek
nevezziik, ha s x g = g illetve g x s = g minden g € G-re.

Ha s bal és jobb oldali semleges elem is, akkor semleges elemnek
nevezziik.

A G-ben létezhet akarhany bal oldali semleges elem.

Példaul

a (g, h) — h miveletnél minden elem bal oldali semleges elem, a
(g, h) — g miiveletnél pedig minden elem jobb oldali semleges
elem.

Ha azonban van egy bal oldali s;, és egy jobb oldali s; semleges
elem, akkor sp = sp, * 57 = s,

igy barmely bal oldali semleges elem megegyezik barmely jobb oldali
semleges elemmel,

azaz csak egy bal és jobb oldali semleges elem van.
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Félcsoport

Ha a * binér miivelet a G halmazon asszociativ,

azaz x,y,z € X esetén (x xy) xz = x * (y * z),

akkor G-t (pontosabban a (G, ) part) félcsoportnak nevezziik.

Inverz elem

Ha a G félcsoportban s semleges elem, és g, g* € G-re

gxg" =s,

akkor azt mondjuk, hogy g a g* balinverze, g* pedig a g
Jobbinverze.

Ha g* a g bal- és jobbinverze is, akkor azt mondjuk, hogy a g
inverze.
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Ekkor nyilvan g meg a g inverze.

Ha g* a g egy balinverze, g** pedig a g egy jobbinverze,
akkor g* = g* x (g xg™") = (8" *g) x g™ = g™
Specialisan, ha g-nek van inverze, az egyértelmi.

Az inverzképzést unér miiveletnek is tekinthetjiik.

Vegyiik észre, hogy ha h-nak h* az inverze,
akkor g h inverze h* x g*.

Ha egy egységelemes félcsoport minden elemének van inverze,
akkor csoportnak nevezziik.
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Kommutativ mivelet

Ha a * binér miivelet a G halmazon, g,h € G ésg+xh=hxg,
akkor azt mondjuk,

hogy g és h felcserélhetdek.

Ha G barmely két eleme felcserélhetd,

akkor a x miiveletet kommutativnak nevezziik.

Kommutativ esetben a miiveletet gyakran +-szal jeldljik (additiv
jelolés),

a semleges elemet nullelemnek nevezziik,

és n-el vagy 0-val (ha nagyon precizek vagyunk, ng-vel vagy
0-vel) jeldljiik,

a g inverzét pedig —g-vel jeldljik és g ellentettjének nevezziik.
A kommutativ csoportokat Abel-csoportnak szokas nevezni,
Gyakran h+ (—g) helyett h — g-t irunk.
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Nem kommutativ esetben a miveletet rendszerint --al jeldljiik
(multiplikativ jelolés),

a semleges elemet egységelemnek nevezziik, és e-vel vagy 1-gyel
(ha nagyon precizek vagyunk, akkor eg-vel vagy 15-vel) jeldljik.
A g inverzét altalaban g—'-el jeldljiik, néha 1/g-vel.

Ha kommutativ esetben multiplikativ jel6lést hasznalunk, akkor
h- g~ ! helyett gyakran h/g- irunk.
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A nem kommutativ esetben ez nem célszerd,
mert h- g~ ! nem feltétleniil egyenls g—* - h-val.

Megjegyzés

Az el6z6 két tétel mutatja, hogy (N, +) kommutativ félcsoport a 0
nullelemmel (belathaté, hogy csak a 0-nak van additiv inverze, a 0),
és (N, -) is kommutativ félcsoport az 1 egységelemmel

(belathatd, hogy csak az 1-nek van multiplikativ inverze, az 1).
Példak

(1) Ha X tetsz6leges halmaz, akkor (;p(X),ﬂ) és (p(X),U)
kommutativ egységelemes félcsoportok,

(2) Ha X egy halmaz, akkor az X-beli binér relacidk a o
Osszetétellel egységelemes félcsoportot alkotnak,

amely altalaban nem kommutativ és nem is csoport, bar vannak
invertalhaté elemei.

(3) Ha X egy halmaz, akkor az X-et 6nmagaba képezé fiiggvények
a o Osszetétellel egységelemes félcsoportot alkotnak.
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Ha csak az Gsszes injektiv illetve az Gsszes sziirjektiv leképezéseket
tekintjiik,

akkor is egységelemes félcsoportot kapunk.

Az Osszes bijektiv leképezések csoportot alkotnak.

Ha az dsszes nem injektiv leképezéseket illetve az &sszes nem
sziirjektiv leképezéseket tekintjiik,

akkor is félcsoportot kapunk, de ez mar nem lesz egységelemes.
Ezekben az esetekben a miivelet altalaban nem kommutativ.
Példak

Ha X ={T, |}, akkor (X, /A\) és (X,V) kommutativ egységelemes
félcsoportok,

(X, &< ) Abel-csoport, mig (X, —)-ben nincs egységelem,

a miivelet nem asszociativ és nem is kommutativ.
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Homomorfizmusok

Legyen adott a G és G’ halmazokon egy-egy binér miivelet;

Homomorfizmus

Egy ¢ : G — G’ miivelettarté leképezést homomorfizmusnak
fogunk nevezni, és azt mondjuk, hogy ©(G) a G homomorf képe.

Monomorfizmus

Ha a @ homomorfizmus kdlcsondsen egyértelmi (injektiv), akkor
monomorflzm usnak,

Epimorfizmus

Ha @ G'-re képez (sziirjektiv), akkor egy G'-re valé
ep/morflzm usnak nevezziik.

|zomorfizmus

Ha ¢ kolcsondsen egyértelmii és G'-re képez (bijektiv), akkor azt
mondjuk, hogy @ izomorfizmus G és G’ kozdtt.
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Ha G és G’ kdzott letezik izomorfizmus,

akkor azt mondjuk, hogy izomorfak;

ilyenkor algebrai szempontbdl nem lehet kiilonbséget tenni
kozottiik.

Endomorfizmus

Ha G’ = G ugyanazzal a miivelettel, akkor a homomorfizmusokat
endomorfizmus-nak.

Automorfizmus

| A\

Ha G’ = G ugyanazzal a miveletttel, akkor az izomorfizmusokat
automorfizmusoknak nevezziik.

Homomorfizmusok dsszetétele is homomorfizmus:
@' : G" — G" is homomorfizmus, akkor
(@' 0o 0)xy) = @' (0(xy))
= ¢'(e(x)e(y))
= o'(e(x) e (e(y)
= (@ o@)(x)(@ o @](y).
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Izomorfizmusok dsszetétele izomorfizmus.
|zomorfizmus inverze is izomorfizmus:

e lexely) =0 Hexy) =xy =9 (o(x) o (e(y).

Az I automorfizmus.

Példak

(1) Ha a > 1, akkor az x +— a* leképezés (R, +)-nak a pozitiv valds
szamok szorzassal tekintett csoportjara izomorfizmus.

(2) Az (R,+) és (R\ {0},-) nem izomorfak, mert az masodikban
két olyan elem is van, amelynek a négyzete az egységelem.
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Reprezentaciok

Fontos példank egységelemes félcsoportra
egy tetsz6leges X halmaz 6nmagaba valé leképezéseinek halmaza a
figgvényosszetétellel, mint mivelettel.

Ha egy félcsoportnak egy ilyen leképezés-félcsoportba valé
homomorfizmusat tekint;jiik,

akkor a félcsoport reprezentacidjarél, magyarul dbrazoldsrol
beszéliink.

Ha a reprezentacié izomorfizmus, akkor hii reprezentaciord!
beszéliink.
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Barmely G egységelemes félcsoportnak kdnnyen megadhatjuk egy
hii reprezentaciéjat:

legyen X = G, és ha g € G, legyen @z(x) = gx minden x € X-re,
azaz @, a g-vel valé balszorzas.

A g — @g leképezés homomorfizmus, mert

@ghl(x) = ghx = @g(hx) = (9 0 @4)(x), ha x € X.
Ha g # h, akkor @4 # @, mert ha e az egységelem, akkor
pgle) = ge =g # h= he = @ple),

igy a reprezentacié hi.

Ezt a reprezentaciot G reguléris reprezenticionak nevezziik.
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Tétel
Az el6z6 definicié jeldléseivel,
(1)ha G félcsoport, akkor a homomorf képe is félcsoport;

(2)ha G-ben e jobb oldali egységelem, bal oldali egységelem illetve
egységelem, akkor a homomorf képében e képe jobb oldali
egységelem, bal oldali egységelem illetve egységelem;

(3)ha G-ben e egységelem és g-nek g* jobb oldali inverze, bal
oldali inverze illetve inverze, akkor a homomorf képében g* képe a
g képének jobb oldali inverze, bal oldali inverze illetve inverze;

(4)ha G-ben g és h felcserélhetek, akkor a homomorf képben g és
h képei felcserélhetéek.

| A\

Bizonyitas

Jelolje x képét x’.

Ha G félcsoport, akkor a homomorf kép tetszéleges harom elemét
felirhatjuk a’, b’, ¢’ alakban, ahol a,b,c € G.

ot
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Bizonyitas folytatasa

Ekkor a miivelettartds miatt, ha G félcsoport, akkor

(a’b’)c’ = (ab)'c’ = (abc)’ = a’(bc)’ = a’(b'c’).

Hasonléan, ha e jobboldali egységeleme G-nek, mivel a homomorf
kép egy tetszbleges eleme g’ alakban irhaté, g’e’ = (ge)’ = g/, stb.
Ha g* a g jobb oldali inverze, akkor g’g*’ = (gg*)’ = €', stb.
Végiil, ha g és h felcserélhetSek, akkor

g'h’ = (gh)’ = (hg)' = h'g’".

Kovetkezmény
-Csoport homomorf képe is csoport.

.Kommutativ félcsoport homomorf képe is kommutativ félcsoport.

-Abel-csoport homomorf képe is Abel-csoport.
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Tétel

Ha G egy félcsoport, akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1)G csoport;

(2)G # () és minden a, b € G esetén

egy és csak egy olyan x € G illetve y € G létezik, amelyre ax = b
illetve ya = b(elvégezhetd az osztas);

(3)G # 0 és minden a,b € G esetén létezik olyan x € G illetve
y € G, amelyre ax = b illetve
ya = b(a mivelet invertilhato);

A\

Bizonyitas

-(1)-bsl kdvetkezik (2), mert az elsé egyenletben balrél,
a masodikban jobbrél szorozva al-el x =a1lp, illetve
y = ba—1 kdvetkezik,

és ezek megoldasok is.

-(2)-bél kovetkezik a (3).

-
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Bizonyitas folytatasa
Belatjuk, hogy (3)-bél kdvetkezik (1).
Legyen a € G rogzitett.
Az ax = a egyenlet megoldhatd, megoldasat jeldlje e.
Legyen b € G és y olyan eleme G-nek, amelyre ya = b.
Ekkor

be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

igy e jobb oldali egységelem.
Minden b € G-hez létezik olyan b*,
amelyre bb* = e, mert a bx = e egyenlet megoldhaté.

Kovetkezmény:
Egy csoportban, ha ac = bc vagy ca = cb, akkor a = b.
Vannak, akik ezt a tulajdonsagot regularitasnak nevezik.

Megjegyezziik, hogy ha egy egységelemes félcsoportban teljesiil az

egyszerlisitési szabaly, abbdl még nem kovetkezik, hogy csoport.
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Péelda: (NT,.).

Bizonyitas

A (3)-beli egyértelmiiségbdl kovetkezik.
Megjegyzés.

A {«x, B,v} halmazon a

tablazattal megadott miivelet invertalhaté, mégsem kapunk
csoportot, mert a miivelet nem asszociativ, (xf)y = oy =, de
x(By) = of = ox.

Példak

(1) Ha n € N*, az n-edik komplex egységgyokdk a szorzassal
Abel-csoportot alkotnak.
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(2) Legyen p primszam.

Az Bsszes p"-edik egységgyokok halmaza, ahol n=1,2,... a
szorzassal szintén Abel-csoport, ez a Z(p®>®) Priifer-csoport.

(3) Az Gsszes egységgyokok halmaza a szorzassal (tehat az elsé
példaban szerepl8 csoportok egyesitése) szintén Abel-csoport.

(4) Az egységnyi abszolt értékii komplex szamok a szorzassal
Abel-csoport.

(5) A Q ={=£1,+i,£j, +k} kvaternidk a kvaterniészorzassal nem
kommutativ csoportot alkotnak.

(6) A Klein-féle csoportot a szorzétablajaval definialjuk:

O - o

0O "L ® |0
-0 0 Lo
L O 0O oo
D L oT-0 |0

Mivel a szorzétabla szimmetrikus, ezért a a mivelet kommutativ.
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Geometriai példak.

(1) Az n oldala szabalyos sokszéget 6nmagaba vivé egybevagésagok
az egymas utani végrehajtassal alkotjak a D, diéder csoportot.
Ha € jeldli a kozéppont koriili 27t/n széggel (pozitiv irdnyba)
torténs forgatast, az Gsszes forgatasok az €X, (k =1,2,...,n)
leképezések, € = e, az egységelem, az identikus leképezés.
Van még n tiikrozés is a csoportban:

ha n paratlan, akkor ezek a csicsokon atmend
szimmetriatengelyekre valé tiikrozések,

ha pedig n paros, akkor n/2 darab csiicson 4tmenég
szimmetriatengelyre és n/2 darab oldalfelez6 merélegesre valé
tiikrozés van.

Jeloljon T egy rogzitett, csiicson dtmend szimmetriatengelyre vald
tiikrozést.
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Erre nyilvan T2 = e, és a tiikrozések T, Te, ..., Te™ ! alakiak,

tovabba ekt = te =% minden k-ra, mert ezek kiilonbdzéek és
megforditjak a koriiljarasi iranyt.

Tehat a diédercsoport

n—1 n—1
Dp={e&...,e" 1,1, 1"}

2 1

a szamolashoz pedig elég tudni, hogy €" = 1° = e és eT =71 ",
k

amib8l mar indukcidval kdvetkezik, hogy gkt =1k,
A diédercsoport név onnan ered, hogy egy ilyen sokszoget
.kétlapnak” tekinthetiink, és a csoport elemeit azokkal a térbeli
forgatasokkal azonosithatjuk, amelyek ezt a ,kétlapot” 6nmagaba
viszik. A diédercsoport n = 2 esetének a Klein-féle csoport felel
meg.

(2) Szamos tovabbi geometriai példa adhaté: eltolasok, forgatasok,
egybevagdsagok, hasonlésagok, stb.
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Tovabbi példak: geometriai alakzatok, kristalyok, kristalyracsok,
molekuldk 0sszes szimmetridinak halmaza.

A csoportelmélet szamos alkalmazasaban a szimmetriacsoportok
igen fontos szerepet jatszanak.

Példaul molekulak szimmetriacsoportjanak ismerete sokat segit az
elektronszerkezet meghatarozasaban (azaz a Schridinger-egyenlet
megoldasaban), s6t, Wigner Jend alapvet6 felismerése szerint a
fizikai torvények jo része szimmetriaelvek segitségével
szarmaztathaté.

Részcsoport

Egy G grupoid egy H részhalmazat részgrupoidnak nevezziik, ha
maga is grupoid a G-beli miiveletet csak H elemei koz6tt tekintve.
Ha H a G-beli miiveletet csak H elemei kozott tekintve félcsoport,
csoport, stb.,

akkor részfélcsoportnak, részcsoportnak, stb. nevezziik.
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Szamunkra legfontosabb az az eset lesz,

amikor H részcsoportja G csoportnak.

(Szokas ennek kifejezésére a H < G jelolést hasznélni.)

Ha G csoport, akkor az egész G és a csak az egységelemet

tartalmazo egyelemii részhalmaz részcsoportok,
ezek a trivialis részcsoportok.

A G-t6l kiilonb6z6 részcsoportokat valédi részcsoportnak nevezziik.

Emlékeztetiink ra, hogy a miiveletet a részhalmazok kozott is
értelmeztiik, elemenként.

Ugyanigy értelmeztiik részhalmazokra az inverzképzést is,
elemenként.

(Szokas a részhalmazokat komplexusoknak is nevezni és
komplexusmiiveletekrd| beszélni.)
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Allitas
Legyen G csoport és H C G. Az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1)H részcsoport;

(2)a szorzas lesziikitése H x H-ra egy H x H-t H-ba képez8
leképezés, H tartalmazza G egységelemét és H—! C H;
(3)H #0, HH C H és H™! C H;

(4)H #0 és H'H C H.

A\

Bizonyitas

Ha (1) teljesiil, akkor a szorzast H elemei kdz6tt végezve, az
miivelet, igy az eredménye H-ban van,
azaz H x H-t H-ba képez6 leképezés.
Mivel H részcsoport, tartalmaz egy mondjuk f egységelemet.

Mivel barmely h € H-ra hf = h és he = h, a G-beli egyszeriisitési
szabaly miatt f = e.

-
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Bizonyitas folytatasa

Végiil mivel minden h € H-nak van inverze H-ban, de G-ben is,

az inverz egyértelmiisége miatt h~1 € H minden h € H-ra.

Nyilvan (2)-bél kdvetkezik (3). Ha (3) fennall, akkor H™1 ¢ H
miatt H*H C HH C H, tehat a (3)-bdl kapjuk (4)-t.

Veégiil, ha (4) fennall, akkor barmely h € H-ra hlh=eeH, igy G
egységeleme H-ban is az.

Minden h € H-ra h™le € H"1H C H, azaz minden elemnek van
inverze a G-beli,

tovabba (hfl)*1 = h; miatt hy € H™! és igy minden

hi, hy € H-ra hihy € H"1H C H, tehat (1) teljesiil.
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Megjegyzés

Ha H részcsoport, akkor (3)-ban és (4)-ben a tartalmazasok nem
valédiak,

hiszen e € H miatt H=eH c HH, H=eH Cc H'H és

ha h € H, akkor h = (h"1)™ € H™!, azaz H ¢ H1.

Kovetkezmény

Ha H,, v € T a G csoport részcsoportjainak egy rendszere, akkor
H = NyerHy is részcsoport.

Bizonyitas

Mivel e € H, minden vy € I'-ra, H nem iires.

Mivel H~! C H,!, kapjuk, hogy H"'*H C H,'H, C H, minden
v € I'ra.

Innen viszont H'H NyerHy = H,
tehat H részcsoport G-ben.
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Megjegyzés

Részcsoportok egyesitése altalaban nem részcsoport, példaul a
Klein-féle csoportban {e, a} és {e, b} részcsoportok, de egyesitésiik
nem az.

Legyen G egy csoport és K C G.
A K halmaz < K > generatuma a G Gsszes, K-t tartalmazé
részcsoportjanak metszete.

Az el6z8 kdvetkezmény szerint < K > részcsoport, igy < K > a
legsziikebb, K-t tartalmazé részcsoport.

Generatorrendszere

Ha G =< K >, akkor azt mondjuk, hogy K a G csoport
generatorrendszere.
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Ciklikus csoport

Ha egy csoportnak létezik egyelemii generatorrendszere, akkor
ciklikusnak nevezziik, az elemet pedig egy generatoranak.

I .
Allitas

Az el6z6 definicié jeldléseivel,
<K>={gigr...gn:n€N, gg € KUK, hal <i<n}

Emlékeztetiink ra, hogy az iires szorzat az egységelem.
Az allitasbol nyilvan < K >=< K~1 >.

-
. e

Egyrész a jobb oldalon allé halmaz részcsoport,

mert tartalmazza az egységelemet, zart a szorzasra és az
inverzképzésre, tovabba tartalmazza K elemeit,

igy tartalmazza K generatumat.

Masrészt minden elemének benne kell lennie K generatumaban.

A\
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Példa
Linearis transzformaciok csoportjai.

Kovetkezmény

Ha g € G, akkor < g >={g" : n € Z}.
Egy ciklikus csoport homomorf képe is ciklikus, egy generator képe
generalja a homomorf képet.

Bizonyitas

Az elsg allitas nyilvanvald az el6z6 allitas alapjan.

Tegyiik fel, hogy g a G ciklikus csoport egy generatora, @ pedig
egy homomorfizmusa G-nek.

Ekkor indukciéval @(g") = @(g)” minden n € N-re és igy
@(h™1) = @(h)~! miatt minden n € Z-re is,

igy (< g>) =<olg) >
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Egy G véges csoport rendjén az elemeinek szamat értjiik, egyébként
azt mondjuk, hogy a csoport rendje végtelen.

Egy g € G elem rendjén azt az n legkisebb pozitiv egész kitevét
értjik, amelyre g" = e, ha van ilyen, egyébként azt mondjuk, hogy
az elem rendje végtelen.

Végtelen ciklikus csoport izomorf az egész szamok additiv
csoportjaval,

mig n elemi ciklikus csoport a modulo n maradékosztalyok Z,,
additiv csoportjaval izomort.

Specialisan, ciklikus csoportok kommutativak.
-

Legyen g egy generator, és tekintsiik az n— g", n € Z
homomorfizmust.

A\
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Bizonyitas folytatasa

\
N
N
N
§ |

Ha ez kdlcsondsen egyértelmi, akkor izomorfizmusa Z-nek G-re.

Ha ez a leképezés nem kélcséndsen egyértelm, akkor vannak olyan
i > j kitevok, hogy g’ = g/.

Ekkor g"~ = e, tehat van olyan pozitiv egész szam, amelyre
hatvanyozva g-t az egységelemet kapjuk.

Jeldlje n a legkisebb ilyen pozitiv egész kitevét, azaz g rendjét.
Ha0<r<nésg =e, akkor r =0.

Az e g, g%, ...,8" 1 elemek mind kiilonbozéek, mert ha

0 <j <i<nesetén g' = g’ teljesiilne,

akkor abbdl g’/ = e kdvetkezne, ami lehetetlen.

Masrészt ha i > j és i =j (mod n), akkor i = j + kn valamely
k € N-re,

igy g' =g/t " =gl(g"k =glek =g/
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Bizonyitas folytatasa

lgy G-nek n eleme van, a @ : i +— g' leképezés Z-t G-re képezi,
mivelettarté és minden modulo n maradékosztalyon konstans.
Legyen @ az a leképezés, amely Z, egy maradékosztalyahoz G-nek
azt az elemét rendeli,

amelyet @ rendel a maradékosztaly elemeihez.

© a 7Z, additiv csoportjat G-re képezi,

mivel mindkettSnek n eleme van, kdlcsdndsen egyértelmdi,

és mivel @ mivelettarté volt, homomorfizmus is:

ha %,y € Z,, akkor (X +§) = @(x +y) =

=e(x+y)=oex)ely) = o(x)0(y),
tehat @ izomorfizmus.

Megjegyzés.
Az el6z6 bizonyitas azt is mutatja, hogy véges rendii elem rendje
megegyezik az &ltala generalt ciklikus csoport rendjével.
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Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Bizonyitas

Legyen G =< g > és H a részcsoport.

Ha H ={e}, készen vagyunk.

Egyébként van olyan nullatél kiillonb6z6 k € Z, amelyre

gk eH.

Feltehetd, hogy k > 0, mert egyébként k helyett —k-t vehetiink.
Legyen d az a legkisebb pozitiv kitevs, amelyre g € H.
Megmutatjuk, hogy H =< g9 >.

Azt kell bizonyitani, hogy H-nak tetszéleges g™ eleme g9 hatvanya.
Legyen g = |[m/d], r = mmod d.

Ekkor g" = g™ 99 = g™(g9)~9 € H, ahonnan d definiciéja miatt
r=0,ésigy g™ = (g9)9.
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Tétel

Legyen G egy n rendii véges ciklikus csoport,

g pedig egy generatoreleme G-nek.

Ha a € Z és d = Inko(a, n),

akkor g? az egyetlen m-ed rendii H = {gg?9,... g™ = e} ciklikus
részcsoportot genralja, ahol n = md.

A G minden részcsoportja el6all igy valamely d|n-re.
G-nek @(n) generétora van.

Bizonyitas

\
N
\
Q
A\

Az el6z6 tétel bizonyitasa szerint minden H részcsoport g
hatvanyaibdl all,

ahol d a legkisebb pozitiv kitevs,

amelyre g9 € H és j = n valasztassal azt is kapjuk,

hogy n mod d =0, azaz d|n, n = md,

amibsl H = {g9g%?,...g™ = ¢},

tehat H rendje egyértelmiien meghatérozza d-t és igy H-t.

ot
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Bizonyitas folytatasa

Mivel g2 a g? hatvanya, igy az altala generalt részcsoport része
H-nak.

Mivel alkalmas x,y € Z-re d = ax + ny,

azt kapjuk, hogy g7 = g™ = g¥g™ = g¥e’ = g™ = (g7)
igy g° generalja is H-t.

X és
Az utolsé allitas abbél kovetkezik,

hogy @(n) darab olyan 0 < a < n természetes szam van, amelyre a
és n relativ primek.

A

Egy halmaz elemeit egy miiveleti tulajdonsag szerint osztalyokba
soroljuk és a tovabbiakban ezeket osztalyokat vizsgaljuk.

Példaul az egész szamokat az n-nel valé osztasi maradékuk szerint
n osztalyba sorolhatjuk, igy ha két egész szam dsszeadasanal az
osztasi maradék modulé n érdekel minket, akkor elég ebben az n
elemii halmazban szamolni.
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Algebrai struktira osztalyokra bontasat altalanosabban fogjuk
targyalni.

Mellékosztalyok

Legyen G egy csoport és legyen H a G egy részcsoportja.
Vezessiik be az a~ b, ha ab~1 € H relaciét.

Ez ekvivalenciarelacid.

Vizsgaljuk meg az ekvivalenciaosztalyokat.

Azt allitjuk, hogy a € G ekvivalenciaosztalya a Ha halmaz.

Ha b € Ha, akkor b = ha valamely h € H-ra.

Innen ba ! = h, azaz ab ! = h1 € H.

Megforditva, ha a ~ b, akkor ab™! = h € H, ahonnan

b=h"'ac H'ac Ha.

Ha most az a ~ b, ha b~1a € H ekvivalenciarelaciét vezetjiik be,
akkor hasonléan szdmolva kapjuk, hogy az a ekvivalenciaosztalya az
aH halmaz.

-
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Mellékosztalyok

Az el6z6 ekvivalenciaosztalyokat a G csoport H szerinti jobb oldali
mellékosztalyainak,
az utébbiakat pedig bal oldali mellékosztalyainak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a Ha — (Ha)™! = a 1H leképezés kdlcsondsen
egyértelmiien képezi le

a jobb oldali mellékosztalyok halmazat a bal oldali mellékosztalyok
halmazara,

igy ezek szama egyszerre véges és ha véges, akkor megegyezik.

Ha véges sok jobb oldali mellékosztaly van,
akkor azok szdma a H indexe,
egyébként azt mondjuk, hogy H indexe végtelen.

A H részcsoport G beli indexét [G : H]-val jeldljiik.
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Lagrange tétele

Ha H a G véges csoport részcsoportja,
akkor a H rendjének és indexének a szorzata G rendje.

Dolgozhatunk jobb oldali mellékosztalyokkal.

Akarmelyik a elem mellékosztalya és

H kozott a h — ha,

h € H leképezés az egyszeriisitési szabaly miatt bijektiv,

igy a mellékosztalyoknak mindnek ugyanannyi eleme van, mint
H-nak.

Mivel paronként diszjunktak és unidjuk G, készen vagyunk.

. z

Kovetkezmény

Véges csoportban elem rendje osztja a csoport rendjét.

Bizonyitas

Az elem rendje az altala generalt részcsoport rendje.
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Kovetkezmény

Primszamrendii csoport ciklikus.

Bizonyitas

Barmely az egységelemtd| kiilonb6z6 eleme kell, hogy generélja.

Egy nem egyelemii csoport pontosan akkor primszamrendd, ha csak
trivialis részcsoportjai vannak.

Bizonyitas

Az, hogy primszamrendii csoportnak csak trivialis részcsoportja
vannak,

azonnal kdvetkezik Lagrange tételébdl.

Ha csak trivialis részcsoportok vannak,

akkor barmely, az egységelemtél kiilonb6z6 g eleme a csoportnak
generalja a csoportot, igy az ciklikus.

4
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Bizonyitas folytatasa

A ciklikus csoportok koziil pedig csak a primszamrendiieknek nincs
valédi részcsoportjuk:

ha a csoport végtelen rendii, akkor < g2 > valédi részcsoport,

ha pedig a csoport rendje n = nyny, ny,ny > 1,

akkor < g™ > egy valodi részcsoport.

Normaloszté.

Egy G csoport egy N részcsoportja szerint mellékosztalyok kozott a
(komplexus) szorzas nem feltétleniil kompatibilis az osztalyozassal:
NaNb nem biztos hogy egyenlé Nab-vel vagy egyaltalan egy jobb
oldali mellékosztallyal.

Normaloszté

Ha N részcsoportja G-nek és minden a € G-re aN = Na, akkor
N-et normaloszténak vagy normalis részcsoportnak vagy invarians
részcsoportnak nevezziik.

(Szokasos az N <1 G jelolés.)



Ha N normalosztd, akkor nyilvan a jobb és bal oldali
mellékosztalyok megegyeznek és

forditva, ha egy N részcsoportra a jobb és bal oldali mellékosztalyok
megegyeznek, akkor - felhasznalva, hogy alN és Na is tartalmazza
a-t - kapjuk, hogy alN = Na minden a € G-re.

-Meg fogjuk mutatni, hogy normalosztéknal a mivelet kompatibilis
az osztalyozassal.
Abel-csoportban minden részcsoport norméalosztd.

Az egész G és a csak az egységelemet tartalmazé egyelemii
részhalmaz normaloszték, ezek a trividlis normalosztok.

A G-t6l kulonboz8 normalosztékat valédi normélosztéknak
nevezzuk.

Egy 2 indexii N részcsoport mindig normalosztdé, mert csak két bal
és két jobb oldali mellékosztéalya van, N és G \ N.
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Tétel

Legyen N a G csoport részcsoportja. A kovetkezé feltételek
ekvivalensek:

(1)N normalosztd;

(2)atNa = N minden a € G-re;

(3)a—1Na C N minden a € G-re;

Bizonyitas

(1)-bél kovetkezik (2), mert a1Na = Na—ta= N.
(2)-bsl kdvetkezik (1), mivel Na = a(a ' Na) = alN.
(2)-bél kovetkezik (3).

Ha (3) fennall, akkor a1 Na C N, és a helyére a—'-et irva
aNa—' C N, amibgl

N=a'(aNat)ac a'Na

igy (2)-t kaptuk.
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Kovetkezmény
Norméloszték metszete is normaloszté.

Kdvetkezik (3)-bdl; a bizonyitas hasonlé annak bizonyitasahoz,
hogy részcsoportok metszete részcsoport.

Példa.

A Ds diédercsoportban egy adott T tiikrozés altal generalt

H = {e, T} részcsoport nem normaloszté,

mert He = {e,te} de eH = {e, et} = {e, T€?}.

A forgatasok altal alkotott {e, €, €2} részcsoport normaloszté, mert
2 az indexe.

Belsé automorfizmusok

Ha G csoport és a € G rogzitett, akkor a G-én értelmezett

X — a 'xa, leképezés automorfizmusa G-nek, mert xy-hoz az
a!(xy)a elemet rendeli, ami a'xa és alya szorzata, tehat
homomorfizmus, az egyszeriisitési szabaly miatt kdlcsondsen

egyértelmii és minden elem el6all képként, mert x az axa! képe.
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-Altalaban nem minden automorfizmus belsé automorfizmus:
példaul kommutativ esetben csak az identikus leképezés belsé
automorfizmus, de az inverzképzés is automorfizmus.

-Ha az x elemhez van olyan belsé automorfizmus, amely y-ba viszi
at, akkor azt mondjuk, hogy x és y konjugaltak.

-Ez ekvivalenciarelacié, az ekvivalenciaosztalyok a konjugalt
elemosztalyok.

-Egy automorfizmusnal egy részcsoport képe részcsoport.

-Az el6z6 tétel (2) pontja szerint a normaloszték pontosan azok a
részcsoportok, amelyeknek a képe minden belsg automorfizmusnal
sajat maga, azaz olyan részcsoportok, amelyek minden elemiikh6z
az azzal konjugaltakat is tartalmazzak.

Ez az oka az invarians részcsoport elnevezésnek.
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Centralizator és centrum*

Egy G csoport egy adott x elemével felcserélhets elemek G-nek egy
részcsoportjat alkotjak, ez az x centralizatora, jelolése C(x).

A C = Nyeg C(x) részcsoport normaloszté is, hiszen G minden
elemmel felcserélhet6 elemeit tartalmazza,

ezeket pedig minden belsé automorfizmus az egységelembe viszi;

C a G csoport centruma.

Osztalyegyenlet*

Egy G csoportban az x € G elem konjugalt elemosztalyanak annyi
eleme van, amennyi C(x) szerinti mellékosztaly.

Ha G véges csoport, akkor ) [G : C(x)] a G rendje, ahol az
Osszegzés a kiilonbozs elemosztalyokbdl valasztott egy-egy x-re
értends; ez az osztalyegyenlet.
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Bizonyitas*

Az x konjugéltja, g~ 'xg és h~'xh pontosan akkor egyenls,

ha (hg™1)x = x(hg™1)™!, azaz ha hg! € C(x).

Ez azzal ekvivalens, hogy g és h ugyanazon C(x) szerinti jobboldali
mellékosztakyba tartoznak.

Ezzel az els6 allitast belattuk.
A konjugalt elemosztalyok elemszamanak dsszege G rendje.

\

Tétel

Legyen G csoport. Ekkor
(1) egy N normaloszté szerinti mellékosztalyok a csoportnak a
miivelettel kompatibilis osztalyozasat alkotjak.

(2) egy N normaloszto szerinti mellékosztalyok kézétti mivelet
megegyezik az osztilyok mint halmazok komplexusszorzasaval.
(3) minden, a mivelettel kompatibilis osztélyozas esetén az

egységelem osztalya normaloszto és az osztilyozas ezen
normalosztd szerinti mellékosztalyokbdl all.

ot
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Bizonyitas

Ha N normaloszté, a’ € Na és b’ € Nb, akkor a részcsoportok
szerinti mellékosztalyokrdl tanultakat felhasznalva Na’ = Na és
Nb’' = Nb, tehat

a’b’ € (Na')(Nb') = (Na)(Nb) = N(aN)b = N(Na)b = N?ab =

= Nab,

azaz az osztalyozas kompatibilis a mivelettel, amivel belattuk az

(1)-t.

Masrészt
{a’b’:a’ € Na, b’ € Nb} = (Na)(Nb) = Nab,

tehat az osztalyok szorzasa megegyezik a komplexusszorzassal,
amivel belattuk a (2)-t.
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Bizonyitas folytatasa

A (3)-as bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy adott egy, a szorzassal
kompatibilis ekvivalenciarelacid, és jeldlje N az e egységelem
osztalyat.

Mivel a € N esetén e = a 'a~a e =a!, kapjuk hogy N~1 C N.
Ha a, b € N fennall, akkor ab ~ ee = e, igy NN C N, tehat N
részcsoport.

Ha most x € N és g tetszdleges, akkor g 'xg ~ g leg = e, igy

g 'Ng C N, tehat N normaloszté.

Ha a és b ekvivalensek, akkor a tab ! és a 1bhb 1 is,

azaz a ! ~ b1

Innen viszont e = aa  ~ ab™!, azaz ab !t € N.

Megforditva, ha abl e N, azaz ab™ 1 ~ ¢,

akkor a=ab b~ eb= b, és igy az ekvivalenciarelaciéhoz
tartozé osztalyozas pontosan az N szerinti mellékosztalyokbdl all.

-
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Kovetkezmény

Egy G csoportnak egy N normalosztd szerinti mellékosztalyai a
(komplexus)szorzasra nézve csoportot alkotnak.

A G-nek a mellékosztalyok (a komplexusszorzassal mint mivelettel

tekintett) halmazara valé a — Na leképezése miivelettarto,
igy a homomorf képre tanultakbdl kdvetkezik az allitas.

Faktorcsoport

Az el6z6 kovetkezményben szereplé csoportot a G csoport N
normaloszté szerinti faktorcsoportjanak (vagy
hanyadoscsoportjanak) nevezziik és G/N-el jeloljiik. Ha G rendje
véges, akkor G/N rendje [G : N].

Altaldban a faktor struktiirdk azért fontosak, mert ha szamos
esetben lehetGség van arra, hogy ezekben vizsgaljuk az eredeti
struktira bizonyos tulajdonsagait.
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Példak.

(1) Ha N = G, akkor G/N egyelemii. Ha N = {e}, akkor az
osztalyok egyelemiiek, igy G/N izomorf G-vel.

(2) A Z additiv csoportban barmely m € Z-re az mZ normaloszté
szerint faktorcsoport Z,, additiv csoportja.

(3) A kvaterniécsoportban a kételemii < —1 > részcsoport szerinti
faktorcsoport izomorf a Klein-féle csoporttal.

Homomorfizmus magja

Egy G csoportnak egy G’ csoportba valé ¢ homomorfizmusanal a
homomorfizmus magja-n a G’ csoport e’ egységelemének a teljes
inverz képét értjik.

A @ magjat ker(@)-vel jeldljiik.
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Homomorfizmustétel

Egy G csoport egy @ homomorfizmusanal a homomorfizmus magja
normaloszta.

és a G/ ker(@) faktorcsoport izomorf G' = @(G)-vel.

A G barmely N normélosztéja magja valamely homomorfizmusnak:
a G-nek G/N-re valé kanonikus leképezése homomorfizmus,
amelynek magja N.

| A\

Bizonyitas

A @~ 1(a’), a’ € G’ halmazrendszer a G egy osztalyozasa.
Megmutatjuk, hogy kompatibilis a szorzassal.

Valéban, barmely a € @1 (a’)-re és b € @ 1(b')-re

@(ab) = @(a)@(b) = a’b’, azaz ab € @ L(a’b’), fiiggetleniil az a
és b valasztasatol.
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Bizonyitas folytatasa

lgy e € @ 1(e’) osztalya, ami ker(@), normaloszté, és a szerinte
vett osztalyozas éppen a megadott osztalyozas.

Az a’ — @ 1(a’) bijeleképktiv leképezés homomorfizmus és igy G’
izomorfizmusa G/ ker(@)-re.

A tétel masodik fele az el6z6 tétel kdvetkezményének bizonyitasa
alapjan nyilvanvalé.

Konkrét példa:

G az egész szamok halmaza a + mivelettel, G’ a {T, T} halmaz a
kizaré vagy miivelettel a ¢ fliggvény pedig az n — 2|n logikai
értékii leképezés, igy

ker(¢p) = 27Z.

A kanonikus leképezés G-bsl G/ker(@)-re k, az izomorfizmus pedig
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Direkt szorzat

Legyen G;, i € | egy-egy binér miivelettel ellatott halmazok egy
csaladja.

Az egyszeriiség kedvéért mindegyik halmazon a miiveletet jeldljiik
szorzassal. Ekkor a
G = Xje/Gj

Descartes-szorzatot ellatva az (ab); = ajb;, ha i € | dsszefliggéssel
definialt miivelettel a G-t a G;, i € | csalad direkt szorzatanak
nevezziik.

-A legfontosabb specialis eset, amikor | ={1,2,...,n}, ekkor a
direkt szorzat elemei a = (a1,a2,...,an), ai € G;, ha i € | alaka
n-esek.

-Mivel a szorzas definicié szerint koordinatanként torténik, ha
b = (b1, by,...,b,) egy masik eleme a direkt szorzatnak, akkor
ab = (albl, a2b2, ey a,,b,,).
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-Ha minden G; félcsoport, akkor G is, ha minden G; kommutativ,
akkor G is, ha minden G; egységelemes, akkor G is, és ha minden
Gj csoport, akkor G is.

-Ez utébbi esetben ha J C I, akkor az a +— a|; projekcié
homomorfizmus, képe X;c;G;, magja pedig izomorf x;cp ;Gj-vel.
A direkt szorzas segitségével a véges Abel-csoportok szerkezete
teljesen leirhaté:

Végesen generalt Abel-csoportok alaptétele

Egy véges halmaz altal generalt Abel-csoport véges sok ciklikus
csoport direkt szorzataval izomorf.

A tényezbk kéziil a véges rendiiek vélaszthatdk primhatvany
rendiinek.

A végtelen rendii tényezék szama és az egyes primhatvanyrendek
egyértelmiien meghatarozottak.
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Cayley tétele

Barmely G csoport izomorf valamely halmaz permutacidinak (a o
kompoziciéval tekintett csoportja) egy részcsoportjaval.

A halmaz véalaszthaté G-nek.

Bizonyitas

Tekintsiik G regularis reprezentacidjat, azaz

legyen a € G és a-hoz rendelt p,-ra legyen p,(x) = ax, ha x € G.
Tudjuk, hogy az a — p, hozzarendelés monomorfizmus.

A p, leképezések az egyszeriisitési szabaly miatt kdlcsondsen
egyértelmiiek és a G-re képeznek, mivel a 'x képe p,-nal x.

Permutaciécsoportok.

Tetsz6leges A halmaz Gsszes permutacidnak a o mivelettel
tekintett csoportjat, az A halmaz szimmetrikus csoportjanak
nevezzitk mig annak részcsoportjait, a permutaciécsoportok.

A szimmetrikus csoport szerkezete csak az alaphalmaz elemeinek
szamatél fugg:
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Ha ¢ az A halmaznak a B halmazra valé kdlcsdndsen egyértelmii
leképezése, akkor tudjuk, hogy f — @ o f o @~ megfeleltetés
klcsnosen egyértelmii leképezése (bijekcidja) A Gsszes
permutaciéinak B Gsszes permutacidira.
Mivel a permutacidk Osszetételére ez a megfeleltetés miivelettartd
is, hiszen

(pofo@o(pogog )=@ofogoe
igy A és B permutacidinak csoportjai izomorfak.
Mivel minket els6sorban a véges csoportok érdekelnek, az
{1,2,...,n}, n € N alaka halmazok permutacidinak vizsgalatara
szoritkozhatunk.

Az {1,2,..., n} halmaz Gsszes permutaciéinak csoportjat S,-el
fogjuk jeldIni és n-ed fokl szimmetrikus csoportnak nevezziik.
Rendje n!.
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Bar az S, elemei sorozatok, igy egy p € S, elemet jel6lhetiink
P1, P2, - - -y Pn-nel, szokasosabb a hagyomanyos jeldlés:

_(1 2 ... n>
P pP1 P2 ... Pn

azaz minden elem ald odairjuk a képét.
Barmilyen mas sorrendben is felirhatjuk az elemeket és alajuk a
képiiket, példaul ha g € S,,

_<1 2 ... n)
9 g g2 ... Qn

egy tetsz6leges masik permutacié, akkor p irhaté

p:< g g2 ... dn >
Par Pgx -+ Pqn
alakban is. A két permutacid szorzata
O_<12...n><12...n>_
ped pL P2 .- Pn a @ ... Gn
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:<q1 g ... q,,><1 2 ... ”):
Pgi Pqgx -+ Pgn a 492 ... (qn
_< 1 2 ... n >
Pay Pg --- Pan
_( 1 2 ... n>
P pP1 P2 ... Pn

alakban irt permutaciéra legyen k az inverzidk szama az alsé
sorban, azaz az dsszes olyan 1 < j < j < n péarok szama, amelyekre
pi > pj-

A permutécidt paros permutécionak illetve pdratlan permutéacionak

nevezziik a szerint, hogy k paros vagy paratlan, ez a permutacié
paritasa.

Egy

Permutacidkat egy masik alakban is felirhatunk.
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Ha 1 < i1, iny..., 0k < n kiilldnb6z8 természetes szamok,

jelolje (i1, iay...,ix) azt a permutaciét, amely ii-et ir-be, ir-t i3-ba,
stb., ix-t i1-be viszi, minden mas szamot pedig fixen hagy.

Egy ilyen permutaciét k hossziisagl ciklusnak neveziink.

(A ciklus jel6lés nem teljesen pontos, mert nem deriil ki beléle,
hogy mely S, elemeirél van szé.)

Egy ciklus tobbféleképpen is felirhaté, barmelyik ij-vel kezdhetiink.
Diszjunkt ciklusok nyilvan felcserélhetGek.

Minden permutaci6 felirhaté paronként diszjunkt ciklusok
szorzataként,

és ez az eléallitas egyértelmdi is,

ha a sorrendtél és a felirasbdl nyilvan elhagyhaté egy (vagy nulla)
hosszsagi ciklusoktdl eltekintiink.

A trivialis egy (vagy nulla) hosszi ciklusoktdl eltekintve a
legegyszeriibb ciklusok a kett§ hosszil ciklusok, ezeket
transzpozicicknak nevezziik.
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Mivel
(ily i2a i3) i4a XS lk) = (ila i3) i4a XS ik)(ily i2))

minden permutacié felirhat6 transzpoziciok szorzataként.
Bar ez az elGallitas nem egyértelm(i, az alabbi allitas igaz:

Egy p € S, permutécié pontosan akkor paros,
ha elGallithaté paros sok transzpozicid szorzataként,

és pontosan akkor paratlan,

ha paratlan sok transzpozicié szorzataként allithatd eld.

Bizonyitas

Mlvel az identikus permutacié paros, csak azt kell megmutatnunk,
hogy ha egy permutaciét jobbrél szorzunk egy transzpozicidval,
akkor megvaltozik a permutacié paritasa. Ha a

_(1 2 ... n>
P PL P2 ... Pn

permutaciot szorozzuk az (i,j), i < j transzpoziciéval jobbrdl,
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akkor az eredmény a

<1 A N B n>

PL P2 eev Pj +er Pi -ee Pn

permutacié. Ha k < i vagy k > j, akor azon inverzidk szama,
amelyekben p, résztvesz, nem valtozik.

Ugyanez a helyzet, ha i < k < j, de px vagy nagyobb, mint
max{p;, pj} vagy kisebb mint min{p;, p;}.

Ha i < k < j és min{p;, pj} < px < max{p;, pj}, akkor azon
inverziék szama, amelyekben pj résztvesz, kettével valtozik.
Mivel p; > p; esetén egy inverzié megsziinik, p; < p; esetén pedig
egy Uj keletkezik, az allitast belattuk.

Kovetkezmény

Az S, csoportbanszorzdsnal a paritdsok "mod 2 ésszeadédnak™:
egy paros és egy paratlan permutacid szorzata paratlan.

Két paros vagy két paratlan permutacié szorzata paros.

A paros permutacidk részcsoportot alkotnak Sp-ben.
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Példa.
Az S4-ben

1 2 3 4
<3 4 2 1>:(1,3>2,4)=(1,3)(1,2)(1,4)

paratlan, mig

1 2 3 4
(1 2 3 4)=0=(1,2)(2,1)=(1,3)(3,1)

paros.

Definicié
Egy G csoport egy normallancan részcsoportoknak egy olyan

G=GyD>G DG D D G,={e}

véges sorozatat értjiik, amelyben G; normaloszté G;j_i-ben, ha
i=12...,n.

A G csoportot feloldhaténak nevezziik, ha van olyan normallanca,
amelynek a G;_1/G; faktorai Abel-csoportok.

4
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A normallanc faktorai némi tajékoztatast nydjtanak a csoportrél.

Mivel a véges Abel-csoportok szerkezetét ismerjiik, a feloldhaté
véges csoportokrdl elég sok informaciénk van.

Vannak azonban olyan csoportok, amelyeknek egyaltalan nincs nem
trivialis normalosztéja, ezeket egyszerii csoportnak nevezziik.

Egy el6z8 tételbdl tudjuk, hogy az egyszerii véges Abel-csoportok
az egyelem( csoport és a primrendi ciklikus csoportok.

A nemkommutativ véges egyszer(i csoportok is ismertek (ez a
csoportelmélet egyik legnagyobb diadala), ezeknek azonban mar a
felsorolasa is olyan bonyolult, hogy itt nem lehet targyalni, annak
bizonyitasa pedig hogy valéban ezek és csak ezek a véges egyszerii
csoportok, tobb tizezer oldal tobb szaz cikkben szétszérva.
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Legyen n > 1 természetes szam.

Az el6z6 kovetkezmény szerint S, O A, D {e} egy normallanca
S,-nek.

Megmutathatd, hogy n > 5 esetén A, nem kommutativ egyszerii
csoport, igy ez a normallanc nem is bGvithetd tovabb.

Ennek felhasznalasaval az is belathato, hogy S, nem felodhatd, ha
n>5.

Példa
Megmutathatd, hogy Si-ben

{0} €1{0,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} & A4, & Sa

a normaloszték, ahol () az identikus permutacio, igy A4 nem
egyszerl csoport.
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Gyiiriik testek

Gyiiriik

|

Egy R halmazt egy (+,-) binér miiveletekbdl all6 parral gydrinek
neveziink, ha az dsszeadassal Abel-csoport (a nullelemet 0 fogja
jeldlni), a szorzassal félcsoport, és teljesiil mindkét oldali
disztributivitas, azaz ha x,y,z € R, akkor

x(y+z)=xy+xz és (y+ z)x = yx + zx.

-Ha a szorzas kommutativ, akkor a gy(iriit kommutativ gyirinek
nevezziik.
-Ha a szorzasnak van egységeleme, akkor a gyiiriit

egységelemes gyiiriinek nevezziik.

-Tetsz6leges gytiriben x0 = x(0 + 0) = x0 + x0.
Mindkét oldalhoz hozzaadva —x0-t, kapjuk, hogy x0 = 0.
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Hasonléan adddik, hogy O0x = 0. érvényes az (gynevezett
«eléjelszabaly” is: (—x)y = x(—y) = —xy és
(—x)(—y) = xy minden x, y elemre.

Példaul
xy + (—x)y = (x + (—x))y = 0y =0, amibé| az inverz
egyértelmiisége miatt (—x)y = —xy;

a tobbi dsszefliggés hasonléan adoédik.

Az is teljesiil, hogy n(xy) = (nx)y = x(ny) minden x,y gyiiribeli
elemre és n € Z-re.

(Figyelem, (n,x) — nx nem a gy(r(ibeli szorzas, hanem ismételt
osszeadassal van definidlval).

Ha n € N, ekkor ez az Osszefiiggés teljes indukcidval adédik,
felhasznalva a disztributivitast; innen az altaldnos esetet az
elgjelszabaly felhasznalasaval kapjuk.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Nullgydiri

A legegyszeriibb példa a nullgyiird, amely csak egy elemet
tartalmaz, ez nyilvan a 0.

| A\

Zérogydirli

additiv Abel-csoport, amelyben barmely két elem szorzatat nullanak
értelmezziik;

ezeket a gyiiriiket zérégyiiriinek nevezziik.

Fontosabb példa Z.

Ezek a gyiirik mind kommutativ gyiiriik, a nullgyiirii és Z
egységelemesek.

Példak

Peldak gyiiriikre a racionalis és a valés szamok,

a paros egész szamok, a racionalis egyiitthatés polinomok, a valés
egylitthatés polinomok,
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Nulloszték, integritasi tartomany, rendezett

integritasi tartomany

Mint a zérdgyiiriik példaja mutatja, két nem nulla elem szorzata
lehet nulla egy gyiiriiben.

Ha x,y egy R gyiirii nullatdl kiilonb5z8 elemei,
és xy = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és y egy nullosztopar, x
bal oldali nulloszts, y pedig jobb oldali nulloszté.

A nullgyiiriben nincsenek ilyenek, de ez a gyf(ir(i érdektelen.

Ezért egy legalabb kételem( gy(riit nullosztémentesnek neveziink,
ha nincsenek benne nullosztéparok.

Ez azzal ekvivalens, hogy R \ {0} egy nem iires félcsoport a
szorzassal.

- Nullosztémentes gyiiriiben nem nulla elemmel valé szorzasnal
lehet balrdl is, jobbrél is egyszeriisiteni, mert ha xy = xz vagy
yx = zx, akkor x(y —z) =0 vagy (y —z)x =0, igy y —z =0.
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-A megforditas:

ha van nullosztépar, akkor a bal oldali nullosztéval balrdl,

a jobb oldali nullosztéval pedig jobbrdl nem lehet egyszeriisiteni.
-Ha a gyiiriiben van a nullatél kiilonbdzé egységelem, és x-nek van
multiplikativ inverze,

akkor x nem lehet sem bal, sem jobb oldali nulloszté, hiszen

xy = 0-bél vagy yx = 0-bél xIxy =y =0 illetve yxx 1 =y =0
kovetkezik.

Integritasi tartomany

Kommutativ nullosztémentes gylir(it integritasi tartomanynak
neveziink.

Nyilvan Z egységelemes integritasi tartomany.
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Rendezett integritasi tartomany

Az R-et rendezett integritasi tartomanynak nevezziik, ha rendezett
halmaz, integritasi tartomany, és

(1)ha x,y,z € R és x < y, akkor x +z < y + z (az Osszeadas
monoton);

(2)ha x,y € R és x,y > 0, akkor xy > 0 (a szorzds monoton).

-A 7 tulajdonsagait felsorolé tétel agy is fogalmazhato, hogy Z
rendezett integritasi tartomany.

Tétel

Egy rendezett halmaz, amely integritasi tartomany, akkor és csak
akkor rendezett integritdsi tartomany, ha az alabbi feltételek
fennallnak:

(1')ha x,y,z € R és x <y, akkor x + z < y + z (az Gsszeadas
szigordan monoton);

(2')ha x,y € R és x,y > 0, akkor xy > 0 (a szorzés szigorian
monoton).
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Bizonyitas

Ha a definiciébdl (1) teljesiil, x < y, akkor x < y és igy
x+z<y+z

Egyenl6ség nem teljesiilhet,

mert akkor x = x +z —z = y + z — z = y kdvetkezne, igy kapjuk
(1')-t.

(1')-bél nyilvan kovetkezik (1), mert az egyenl6ség esete trivialis.
Ha a definiciébdl (2) teljesiil és x,y > 0, akkor x,y > 0, igy xy > 0.
Ha xy = 0 lenne,

akkor x és y egy nullosztépar lenne, ami lehetetlen, igy kapjuk

(2')-t.
(2')-bél nyilvan kdvetkezik (2), mert gyiiriiben
x0 =0y =0.
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Ferdetest, test, rendezett test

Ferdetest

Egy F gyliriit ferdetestnek neveziink, ha a nullelemet 0-val jeldlve
F \ {0} a szorzassal csoport.

A szorzas egységelemét rendszerint 1-el jeldljiik.

Ha a szorzas kommutativ, akkor a ferdetestet testnek nevezziik.

-Minden test egységelemes integritasi tartomany.

-A legegyszeriibb példa testre a kételemii test: {0,1}. Egy masik
példa Q.

Rendezett test

Egy testet rendezett testnek neveziink, ha test és rendezett
integritasi tartomany.

Az el6z6 tétel szerint Q rendezett test.
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Megjegyezziik, hogy a kételemii testen nincs olyan rendezés,
amellyel rendezett test,

mert rendezett testben 1 > 0 és —1 < 0, de a kételemii testben
—1=1.

Peldak

Tovabbi példak testre a valds illetve a komplex szamok, a modulo p
maradékosztalyok, ha p primszam,

ferdetestre pedig a kvaternidk, mint azt késébb latni fogjuk.

Ezek koziil a valés szamok rendezett testet alkotnak.

(1) Egy tetsz6leges X halmazt egy R gyiiriibe képezé Gsszes
fiiggvények RX halmaza a pontonkénti dsszeadassal és szorzassal
gytrd.

Ha R kommutativ, akkor ez a gyiir(i is kommutativ, ha R
egységelemes, akkor az RX gyiirii is egységelemes,

de ha R is és X is legalabb kételemii, akkor RX nem test, és nem
nullosztémentes,

még akkor sem, ha R test illetve ha R nullosztémentes.
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(2) Egy tetszéleges A Abel-csoport endomorfizmusai gyiiriit
alkotnak a pontonkénti Osszeadassal és a fliggvények
kompoziciéjaval, mint szorzassal.

Ezt a gylirlit A endomorfizmusgyiirijének nevezziik.

Homomorfizmusok

Homomorfizmus

Legyenek R és R’ két-két binér mivelettel ellatott halmaz.
Az egyszeriiség kedvéért R-ben és R’-ben is az els6 miiveletet
Osszeadassal, a masodikat pedig szorzassal fogjuk jeldIni.

Az R-nek R’-be valé 6sszeadas- és szorzastarté @ : R — R’
leképezését homomorfizmusnak fogjuk nevezni,

és azt mondjuk, hogy @(R) a R homomorf képe.

Monomorfizmus

Ha a ¢ homomorfizmus kdlcsondsen egyértelmi injektiv, akkor
monomorfizmusnak,
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ha pedig R’-re képez sziirjektiv, akkor egy R’-re valé
epimorfizmusnak nevezziik.

Izomorfizmus

Ha @ kolcsondsen egyértelmii és R’-re képez bijektiv, akkor azt
mondjuk, hogy @ izomorfizmus R és R’ kozott.

Ha R és R’ kozott letezik izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy
izomorfak;

ilyenkor algebrai szempontbél nem lehet kiilonbséget tenni
kdzottiik.

Endomorfizmus, automorfizmus

Ha R’ = R ugyanazokkal a miveletekkel,
akkor a homomorfizmusokat endomorfizmusoknak,
az izomorfizmusokat pedig automorfizmusoknak is nevezziik.
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Hasonl6an, mint a csoportoknal, adédik, hogy

-homomorfizmusok &sszetétele is homomorfizmus,
-izomorfizmusok Gsszetétele izomorfizmus,
-izomorfizmus inverze is izomorfizmus és

g automorfizmus.

Példa
A komplex konjugalas a komplex szamok testének automorfizmusa.

Gyiirii homomorf képe is gyiird.

Bizonyitas

A csoportoknal tanultak alapjan csak a disztributivitast kell belatni.
Jelolje x képét x’.

A homomorf kép tetszéleges harom elemét felirhatjuk a’, b’, ¢’
alakban.

igy a'(b' +c') = a'(b+c)' = (a(b+c))' = (ab+ bc)’
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Bizonyitas folytatasa

= (ab)’ + (ac)’ = a’b’ + a’c’ és hasonléan
(b'+c")a' = b'a’ + c’'a’.

Reprezentacidk

Reprezentacié

Egy R gyiirtinek egy A Abel-csoport endomorfizmusgyiiriijébe val6
homomorfizmusat R reprezenticiéjanak nevezziik.

Hi reprezentacio

Ha a leképezés monomorfizmus, akkor hii reprezentacicrol
beszéliink.

Egy egységelemes gyiiriinek mint egységelemes félcsoportnak a
regularis reprezentacidja a gyfir(

regularis reprezentacidja;

mint tudjuk ez hii reprezentacid.
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Ugy a gy(riiknél, mint a testeknél fontos jellemz6 az elemek additiv
rendje,

amely megfelel§ feltétel teljesiilése esetén minden nem nulla elemre
megegyezik.

Tétel

Egy nullosztomentes R gyiiriiben a nem nulla elemek aditiv rendje
megegyezik és vagy végtelen, vagy primszam.

Bizonyitas

Ha egy nullosztémentes R gyiiriiben egy nem nulla a elem additiv
rendje n € N, és b tetsz6leges nem nulla elem,

akkor n(ab) = (na)b = 0b = 0, masrészt pedig

n(ab) = a(nb), igy nb =0 kell legyen,

azaz b rendje is véges, és legfejebb annyi, mint a rendje.

Mivel a és b szerepe felcserélhetd, minden nem nulla elemnek
ugyanannyi az additiv rendje.

Megmutatjuk, hogy ez a kdzds rend ha nem végtelen, akkor csak
primszam lehet.
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Bizonyitas folytatasa

Ugyanis, ha n a nem nulla a elem additiv rendje, akkor n > 1 és ha
n = km, akkor 0 = na = k(ma).

Ha m < n, akkor ma # 0, tehat k = n, mert egyébként ma additiv
rendje kisebb lenne, mint n.

Gyiirii karakterisztikaja

Az el6z6 tétel szerint nulloszémentes gyiirtiben a nem nulla elemek
additiv rendje megegyezik.

Ha ez a kdzds érték végtelen, akkor azt mondjuk, hogy a gydrii
karakterisztikaja nulla,

ha pedig egy véges n érték, akkor azt mondjuk, hogy a gyiri
karakterisztikdja n.

Jellése: chara(R).
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Hasznos észrevétel, hogy ha n = char(R) > 0, akkor barmely
a,b € R esetén

n
(a+b)":Z< Z)akb"_k:a"—i—b"

k=0

mert, n prim és 0 < k < n esetén a binomialis egylitthaté oszthaté
n-nel.

lgy x — x" és innen indukciéval minden k € N*-ra x — x"™ is
automorfizmus.

o

Részgyiirii, ideal

Legyen R egy halmaz a (+,-) binér miivelettel.

Egy R gyl egy S részhalmazat részgyiiriinek, illetve résztestnek
nevezzik,
ha maga is gy(rd, illetve test az adott miiveletekkel.
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Részgyiiri

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor R maga is gyfird.

A részcsoportoknal tanultak szerint egy S # () részhalmaza R-nek
pontosan akkor részgyfir(, ha

a,bce Resettn a—bec Sésabe S.

Ezek a feltételek agy is irhatdk, hogy S —S C S illetve SS C S.

A részgylirii fogalma a részcsoport fogalmaval analég: olyan additiv
részcsoport amelybél a szorzas nem vezet ki.

Azt a szerepet, amelyet csoportoknal a norméalosztok jatszottak, a
gy(iriik esetében az idedlok jatszak.

Az | részgyiiriit jobbidedlnak illetve balidedinak nevezziik, ha a € |
és r € R esetén ar € | illetve ra € I. Ha [ egyszerre balideal és
jobbideal is, akkor idednak nevezziik.
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Ideal folytatsa

Az | jobbideal illetve balideal, azzal ekvivalens hogy | — I C I és
IR C [ illetve hogy I — 1 C | és RI C .

lgy az hogy [ ideal, azzal ekvivalens, hogy I —/ C I, IR C | és
RI C I.

-Innen azonnal kdvetkezik, hogy akarhany jobbideal, balideal illetve
ideal metszete ismét jobbideal, balideal illetve ideal.

Trivialis idealok

Az egész R és a csak a nullelemet tartalmazé egyelemii részhalmaz
idealok, ezek a trividlis idedlok.

Egyszerii gytiri

Ha egy gyiiriiben ezeken kiviil nincs mas ideal,
akkor egyszerii gyiiriinek nevezziik.
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Valédi ideal

Az R-t8l kilonbozs idalokat valédi idedlnak nevezziik.

Kommutativ gyiiriiben a jobbideal és a balideal fogalma egybeesik
az ideal fogalmaval.

Generalt idedl

Egy A C R részhalmaz altal generalt idedlon az Gsszes, az A-t
tartalmazo idedlok metszetét érjiik.
Jeldlése: (A).

Tudjuk, hogy (A) ideél; ez a legsziikebb ideal, amely tartalmazza
A-t.

F&ideal

Ha egy / idealt egyetlen a € R general, azaz | = (a), akkor
f6idedlnak nevezziik.

(Hasonléan definialhaté az A altal generalt jobbideal illetve balideal
is.)



Példak

(1) Az RF fiiggvénygyiiriiben részgyiiriit alkotnak példaul a korlatos
fiiggvények, a folytonos fliggvények, a korlatos folytonos
fiiggvények, a polinomfiiggvények, stb.

(2) Egy X linearis tér 6nmagaba val6 lineéris leképezései a
pontonkénti Osszeadassal és a fliggvénydsszetétellel mint szorzassal
X (mint Abel-csoport) endomorfizmusgyiiriijének egy részgyiir(ijét
alkotjak.

(3) Ha az el6z6 pontban szereplé X linearis tér n dimenzids, akkor
az 6nmagaba valé linearis leképezéseinek az el6z6 pontban
megadott gyl(ir(je izomorf az n X n-es matrixoknak a matrixok
Osszeadasaval és szorzasaval tekintett gytrGjével.

(4) Az egész szamok gyfiriijében egy m egész szam tdbbszorosei
idealt alkotnak. Ez nyilvan féideal, m generalja.

(5) A Q x {0} halmaz ideal Q x Q-ban.
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Kovetkezmény

Egy R gyiiriinek egy | ideél szerinti mellékosztélyai a 6sszeadasra és
a szorzasra nézve gyiiriit alkotnak.

Bizonyitas

Ha ~ a megfelel6 ekvivalenciarelacié, akkor x — x mindkét
miiveletre nézve miivelettarté.

Faktorgyfir(i

Az el6z6 kdvetkezményben szereplé gyiiriit
az R gy(r( | ideal szerinti maradékosztalygydrijének (vagy

faktorgyirdjének illetve hanyadosgyiirijének) nevezziik és R/I-vel
jeloljik.

Példa
Ha R =7 és | = mZ akkor R/| = Z,.
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Megjegyzés

Az el6z6 tétel (1) Oszefiiggésében egyenl8ség altalaban nem teljesiil,
tehat a maradékosztalyok szorzasa nem biztos, hogy megegyezik a
komplexusszorzéssal.

Példaul

ha R=2Z,1 =87, a= b =4, akkor

(I +a)(l +b) =(8Z+4)(8Z +4) =64Z + 327 + 327 + 16 =
647 + 327+ 16 C 16Z,

ami csupa 16-tal oszthaté szamot tartalmaz,

viszont 8Z + 16 minden 8-cal oszthatét, tehat kapjuk, hogy

(8Z +4)(8Z +4) C 16Z C 8Z+16 (s 8Z + 16).

Homomorfizmus magja

Egy R gyiirinek egy R’ gy(riibe val6 @ homomorfizmuséanal a
homomorfizmus magjan az R’ gyiir( nullelemének a teljes inverz
képét értjiik.

A @ magjat ker(@)-vel jeldljiik.
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Homomorfizmustétel

Egy R gyird egy @ homomorfizmusanal a homomorfizmus magja
ideal.

Ha R képe R’, akkor a R/ker(@) maradékosztalygydird izomorf
R’-vel.

Az R barmely | idealja magja valamely homomorfizmusnak, példaul
a kanonikus leképezése R-nek R/I-re homomorfizmus, amelynek
magja I.

A\

Bizonyitas

Azt, hogy a @ !(a’), a’ € R’ halmazrendszer az R egy, az
Osszedassal kompatibilis osztalyozasa, tudjuk a csoportelméletbdl.
Ha a’, b’ € R’, akkor a @ !(a’) barmely a elemére és a @ 1(b’)
barmely b elemére

@(ab) = @(a)@(b) = a’b’, azaz ab € L(a’b’), igy az
osztalyozas a szorzassal is kompatibilis.

Tehat ez az osztalyozas egy [ ideal szerinti osztalyozas.

Az ideal a nulla teljes inverz képe. )
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Bizonyitas folytatasa

Az a’ — @ 1(a’) leképezés izomorfizmusa R’-nek R/ ker(q)-re.
A tétel masodik fele az el6z6 tétel kovetkezményének bizonyitasa
alapjan nyilvanvalé.

Példa

Ha R =7 és m € 7Z, akkor egy egész szamhoz a modulo m vett
maradékosztalyat rendels leképezés homomorfizmus amelynek
magja | = mZ képe pedig R/l = Zp,.

Tetsz6leges R gyiiriire R/{0} izomorf R-el, R/R pedig nullgyiirii.

Direkt szorzat

Legyen Gj, i € | két-két binér miivelettel ellatott halmazok egy
csaladja. Az egyszeriiség kedvéért mindegyik halmazon az elsé
miiveletet jeldljilk 6sszeadassal, a masodikat pedig szorzassal.
Ekkor a

G = X Gj
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Descartes-szorzat folytatasa

Descartes-szorzatot ellatva az (a+ b); = a; + b;, ha i € [ és
(ab); = ajb;, ha i € | dsszefliggéssel definialt mivelettekkel
a G-t a Gj, i € | csalad direkt szorzatanak nevezziik.

A direkt szorzat a hatvanyozas altalanositasa.

A legfontosabb specialis eset, amikor | ={1,2,..., n}, ekkor a
direkt szorzat elemei a = (a1, a2,...,4an), a; € G;, ha i € | alaki
n-esek.

Mivel az dsszeadas és a szorzas definicid szerint koordinatanként
torténik,

ha b= (b1, by,..., b,) egy masik eleme a direkt szorzatnak, akkor
at+b={(ay+by,a+ by,...,a,+ b,) és

ab = (albl, azbz, ey a,,b,,).
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-Ha minden G; gyiirii, akkor G is,

-ha minden G; kommutativ, akkor G is,

-ha minden G; egységelemes, akkor G is,

de sohasem test, még csak nem is nullosztémentes, ha / legalabb
két elemdi.

Ha J C I, akkor az a — a|; projekcié homomorfizmus,

képe Xic;Gj, magja pedig izomorf x;cp ;Gj-vel.

Példa

Ha az n,m € Nt szamok relativ primek,

akkor a kinai maradéktételbdl kapjuk, hogy

L X Ly gyiiri izomorf a Zy,, gyliriivel.

Specialisan a modulo n redukalt maradékosztalyok multiplikativ
csoportjat Z7-nel jeldlve,

Zy, x 7}, izomorf ZF -nel.

Egyébként mivel Z} rendje @(n),

minden elemének rendje osztja @(n)-et,

azaz barmely a € Z-re a®(") a 77 egységeleme;ez Euler tétele.
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Tétel

Egy R kommutativ egységelemes gyiiriiben az a € R elem altal
generdlt féidealra (a) = aR.

Specislisan a nulla altal general f6ideal {0},

az egységelem altal general féidedl pedig R.

Bizonyitas

| A\

A jobb oldalon all6 halmaz tartalmazza a-t és
elemei koziil nyilvan nem vezet ki a kivonas és az R elemeivel valé
szorzas, igy (a) része a jobb oldali halmaznak.

Masrészt, ha a benne van egy / idealban, akkor minden ar = ra,
r € R alakid eleme is.

Kovetkezmény

Egy R egységelemes integritasi tartomany a, b elemeire
(1)(a) C (b) akkor és csak akkor, ha bla;

(2)(a) = (b) akkor és csak akkor, ha a és b asszocialtak;
(3)(a) = R akkor és csak akkor, ha a egység.
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Gauss-gyiiriik
-Kozponti szerepet jatszik az egyértelmii faktorizacié irreducibilis
elemekre.

Gauss-gytirii

Egy R egységelemes integritasi tartomanyt Gauss-gyiiriinek (vagy
egyértelmii faktorizacids tartomanynak) neveziink,

ha minden nullatdl és egységtdl kiilonbozs elem sorrendtsl és
egységektdl eltekintve egyértelmiien felirhaté irreducibilis elemek
(véges) szorzataként.

Azaz ha a nem nulla és nem egység,

akkor felirhaté a = p1p - - - pp alakban, ahol p1, p2,...,pp (nem
feltétlenil kiilonb6z6) irreducibilis elemek,

és ha a=q1q2- - gm egy masik el6allitas irreducibilis elemek
szorzatakeént,

akkor m = n és van olyan o € S, permutacié, hogy qg,; és p;
asszocialtak, ha i =1,2,...,n.
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Az elgallitas felirhaté

3= spixlpgcz . 'pl?k
alakban is,
ahol ¢ egység,
P1, P2y ... Pk Paronként nem asszocialt irreducibilis elemek,
a kitevék pedig N* (vagy N) elemei.
(Ebbe az alakba az egységek is beleférnek, ha k =0.)

A felbontasbdl leolvashaték a osztéi, ezek

d = g/pflpgz pEk
alaktak, ahol ¢’ egység és B; € N, B; < o, ha j =1,2,...,k,
hiszen ha a = cd, akkor ¢ és d irreducibilis tényezékre valo
felbontasanak szorzata
a irreducibilis tényezékre valé felbontasa kell legyen.
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Ha tobb elemiink van, és mindnek adott az irreducibilis tényezékre
valé felbontéasa,

akkor kozds osztéik, valamint hasonléan kozds tobbszoroseik is
leolvashatdk,

és latjuk, hogy létezik legnagyobb kdzds oszté és legkisebb kdzos
tobbszords.

Egy Gauss-gyiiriiben minden irreducibilis elem prim,

Bizonyitas

Ha a nullatdl és egységtél kiilonb6z8 p irreducibilis elemre plab,
akkor vagy ab = 0, amibél valamelyik nulla, vagy pedig ab = pd
valamely d # 0 elemre,

amibdl d-t felirva (1) alakban, az ab egy olyan el6allitasat kapjuk
irreducibilis elemek szorzataként, amelyben szerepel p.

Ha most felirjuk az a és a b felbontasat (1) alakban,
valamelyikben szerepelnie kell p-nek,

mert egyébként ab faktorizacidja nem lenne egyértelmii.

R R BBRRBRBRBRERERPERPRRPRRBBSSNENEN=NSESNSNsSSS©SSSSSSESSS—S——————————————————————————
Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.




Példa

Vannak olyan egységelemes integritasi tartomanyok, amelyek nem
Gauss-gyiiriik.

Kénnyii latni, hogy az R = Z + iv/5Z C C halmaz részgyiiriije
C-nek.

Minden ¢ = a+ivV5b € R, a, b € Z-re |c|? = a® + 5b? természetes
szam, és kongruens 0,1,4 (mod 5).

Mivel d|c esetén az abszolat érték multiplikativitasa miatt nyilvan
|d|2||c|2, és az 1 egysegelemre |1|? = 1, az egységek =+1.

A 9=3-3=(2+/5i)(2—+/5i) felbontasokban |3|> =9, aminek
nincs olyan nem trivialis oszt6ja, amelyre 5-tel osztva 0,1,4
maradékot ad.

Hasonléan |2 + v/5i]2 = 9, igy 3,2+ \/5i és 2 —\/5i irreducibilisek
R-ben és nem primek, valamnt az irreducibilis elemekre bontas nem
egyérttelmd.
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Euklideszi gyiiriik
A legegyszeriibb gyiiriik, amelyekrél be fogjuk latni, hogy
-Gauss-gytiriik, az euklideszi gyiirik.

Euklideszi gyfirii

Egy R egységelemes integritasi tartomanyt

euklideszi gyirinnek neveziink,

ha a nem nulla elemein értelmezve van egy N-beli értékii ¢
fliggvény Ggy, hogy

(1)ha a,b € R, b # 0, akkor van olyan g,r € R, hogy a=bqg +r
ésr=0vagy r #0és @(r) < @(b);

(2)max{(p(a),(p(b)} < @(ab) minden a,b€ R, a#0, b#0
esetén.

(Tulajdonképpen az (R, @) part kellene euklideszi gyiiriinek
nevezniink.)

Megfigyelhetjiik, hogy ¢ az egész szamok esetén az abszolat érték
altal jatszott szerepet altalanositja:

Z az n — |n| fliggvénnyel nyilvan euklideszi gyfird.
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Mint ez a példa is mutatja, hogy

a definiciéban szerepl6 r altalaban nem egyértelm:

itt példaul lehet a legkisebb nemnegativ maradék, a legkisebb
abszolut értékd maradék, stb.

A legfontosabb a test feletti egyhatarozatlani polinomok gyiirije,
ezzel részletesen foglalkozni fogunk.

Allitas

Euklideszi gyiiriiben pontosan azok az elemek az egységek,
amelyekre ¢ minimalis értéket vesz fel.

Az a, b nem nulla elemekre bla esetén @(b) < @(a) és egyenldség
pontosan akkor teljesiil, ha a és b asszocialtak.

Az nem igaz, hogy ha @(b) = @(a), akkor a és b asszocialtak.

Bizonyitas

Ha ¢(e) minimalis, akkor az e egységelemet osztva e-nal,
az r maradék csak nulla lehet, igy ¢ egység.
Ha bla, akkor a (2) tulajdonsag miatt @(b) < @(a).
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Bizonyitas folytatasa

Ha ¢ egység, a € R pedig olyan elem, amelyre @(a) minimalis,
akkor ¢la miatt (&) is minimalis.

Ha a és b asszocialtak,

akkor @(a) < @(b) és forditva is.

Végiil tegyiik fel, hogy bla és @(a) = @(b).

Felirva a-t bg + r alakban, meg kell mutatnunk, hogy r = 0
lehetetlen.

Mivel r = b—aq = b+ bc(—q) = b(e — cq), azt kapnank,
hogy @(r) > @(b), ami ellentmondas.

Példa: Gauss-egészek

A komplex sikbeli egységnégyzetracs elemei, azaz a
G=Z+iZ={n+im:n,me mZ}CC

agynevezett Gauss-egészek euklideszi gyiiriit alkotnak a
@(n+ im) = |n+ im[?> = n?> + m? fiiggvénnyel.
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Az, hogy (2) fennall, kovetkezik a komplex abszolut érték
multiplikativitasabél.

A masik tulajdonsdg belatisahoz jeldlje g a G halmaz a/b-hez
legkdzelebbi (egyik) elemét.

Ekkor ‘a/b — q|2 < 1, mivel az abszolut érték legfeljebb \/1/—2
Innen |b?|a/b — q|*> < |bl?, azaz |a — bq|® < |b[?, tehat (1) teljesil.
Az egységek nyilvan +1 és +i.
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Bévitett euklidesz algoritmus

A kdvetkezd eljaras egy R euklideszi gyiiriiben

meghatarozza az a,b € R elemek egy d legnagyobb kézés osztdjat,
valamint az x,y € R elemeket gy, hogy d = ax + by teljesiiljon.
(Az eljarés soran végig ax, + by, = r,, n=0,1,....)
(1)[Inicializalas.] Legyen xo < e, a gyiirii egységeleme,

o0, rn—a xx 0, y1e rnb n0.

(2)[Vége?] Ha rpi1 =0,

akkor x < xp, ¥ < yn, d < r,, és az eljaras véget ért.

(3)[Ciklus.] Legyen rn = Qni1fns1 + rnt2,

ahol rpy2 =0 vagy ©(ra2) < @(rat1),

legyen xni2 ¢ Xn — Gn+1Xnt1,

Ynt2 < Yn — Qni1Ynt1, 0 n+ 1 és menjiink (2)-re.
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Bizonyitas

Mivel a @(r), @(r2),... természetes szamok szigorlian monoton
csOkkend sorozata,
az eljaras véget ér, mert egyébként N nem lenne j6lrendezett.

Teljes indukciéval ax, + by, = r,, igy d = ax + by.
Innen a és b kdzos osztéi mind osztéi d-nek.

Mivel rpr1 =0, vagy n =0,

ekkor d = a és b =0, vagy pedig n > 0, és

roy My ...y 1 mMind tobbszordsei r,-nek,

mert rp_1 = Gnfn, 2 = qn_1rn_1 + ra, és igy tovabb,
specialisan a = ry és b = r; tobbszdrdsei d-nek,

tehat d legnagyobb k6zds osztd.
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Egy euklideszi gyiirii egy eleme pontosan akkor felbonthatatlan, ha
primelem.

Bizonyitas

Az egyik iranyt mar lattuk.

Tegyiik fel, hogy p felbonthatatlan, és legyen plab.

Tegyiik fel, hogy p fa.

Ekkor p és a legnagyobb kdzds osztdi az egységek.

A bdvitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y elemeket,
hogy px + ay = ¢, egy egység.

Szorozva b-vel és ¢ multiplikativ inverzével,

pbxe~! + abye™! = b.

Mivel p osztéja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Tétel

Euklideszi gyiiriiben minden nem nulla és nem egység elem
sorrendtél és asszocialtsagtdl eltekintve
egyértelmden felirhaté primelemek szorzataként.

Azaz euklideszi gyiirii Gauss-gyiird.

| \

Bizonyitas

El6szor a felbontas |étezését bizonyitjuk.

Ha az adott a elem nem irreducibilis, akkor felirhaté két olyan,
mondjuk b és ¢ elem szorzataként, amelyekre

max{¢(b), ¢(c)} < ¢(a).

Indukciéval folytatjuk ezt az eljarast:

ha a kapott szorzatnak van nem irreducibilis tényezéje, akkor a nem
irreducibilis tényezék koziil kivalasztva egy olyat, amelyre @
maximalis, azt helyettesitsiik két tényezd szorzataval.

Minden |épésben vagy a maximalis ¢ érték csokken, vagy azon
tényez6k szama, amelyekre a maximalis @ érték vétetik fel, ha tobb
ilyen volt.
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Bizonyitas folytatasa

Az eljaras a természetes szamok jolrendezettsége miatt véges sok
|épésben

csupa irreducibilis tényez6bol all6 felbontashoz vezet.

A felbontas egyértelmiiségének bizonyitasahoz,

tegyiik fel, hogy van olyan a, amely két lényegesen kiilonb6z6
médon bonthaté fel,

és legyen a olyan ezek koziil, amelyre @(a) minimalis:

a=pip2---pj = 4192 G-

Mivel pi|a, azaz p1lq192 - - - gk, van olyan i, hogy p1lg;.
Ekkor viszont p; és g; asszocialtak,
mert g; irreducibilis.

Egyszeriisitve a kozds tényezével egy olyan a’ elemet kapunk,
amelyre @(a’) < @(a) és felbontasa nem egyértelmdi.
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Euklideszi gyiiriiben minden ideal féideal.

Bizonyitas*

Legyen R euklideszi gyiirii | pedig egy idealja.

Ha I = {0}, akkor / = (0).

Egyébként legyen a az | egy olyan eleme, amelyre @(a) minimalis.
Mivel nyilvan (a) C I,

csak a forditott tartalmazast kell megmutatni.

Ha valamely b € | nem lenne tobbszorose a-nak, akkor maradékos
osztassal egy olyan r € | elemet kapnank, amelyre @(r) < @(a).

Definicié

Egy R gylirl egy I valédi idealjat maximalis idedlnak nevezziik, ha
nincs nala b&vebb valédi ideal, amely tartalmazza, azaz ha a valédi
idealok kozott a tartalmazasra nézve maximalis.
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Kovetkezmény
Egy euklideszi gyiri egy nem trividlis idedlja pontosan akkor
maximalis,

ha egy irreducibilis elem generalja.

Bizonyitas*

Ha / = (a) maximalis, akkor a nem nulla és nem egység,
valamint nem lehet egy b nem trivialis osztdja,

mert erre (a) C (b) C R teljesiilne.

Megforditva, ha a irreducibilis,

akkor (0) € (a) € R és ha egy / idedlra (a) C | C R,
akkor annak b generatorara bla, de b nem egység és nem is
asszocialtja a-nak, ami lehetetlen.
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Legyen R kommutativ egységelemes gyiird, | az R egy idedlja.
Az R/I faktorgyiirii akkor és csak akkor test, ha | maximalis ideal.

| \

Bizonyitas*

ElGszor tegyiik fel, hogy I maximalis ideal, és

tekintsiik R/l egy nem nulla | + a elemét.

Az S ={x+ay :x € I,y € R} halmaz nyilvan ideal.

Mivel I valédi része S-nek, S = R,

igy alkalmas x € [-re és y € R-re e = x + ay.

Ez azt jelenti, hogy

e=Il+e=I1+x+ay=1+ay D(l+a)(l +y), azaz y osztélya
R/I-ben a osztalyanak inverze.

Megforditva, tegyiik fel, hogy R/I test, S pedig olyan ideal, amely
valédi médon tartalmazza /-t, azaz létezik olyan a, amelyre a € S

dead|.

-
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Bizonyitas folytatasa*

Mivel R/I test, az ax = b egyenlet barmely b € R-re megoldhatd,
azaz van olyan x € R, hogy I +ax =1+ b.

Del+axC S, igybeS.
Mivel b tetszéleges, S = R.

Definicié

Egy R gylirl egy | idealjat primideanak nevezziik, ha ab € I esetén
ac/lvagy bel.

Euklideszi gyiiriiben ez azt jelenti, hogy az ideal generatorai
primelemek.

Tétel

Legyen R kommutativ egységelemes gyiird, | az R egy idedlja.

Az R/I faktorgyiirii akkor és csak akkor integritasi tartomany, ha |
az R egy valédi primideélja.

4
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Bizonyitas*

Maradékosztalyokra attérve, az hogy | primideal, azzal ekvivalens,

hogy
3b = 0 esetén 32 = 0 vagy b = 0, amibs| kévetkezik az allitas;

az | # R feltétel azt zarja ki, hogy R/ zérdgyfiri legyen.

Kovetkezmény

Kommutativ egységelemes gyiriben minden maximalis ideal
primideal.

Bizonyitas*

Test integritasi tartomany is.

Egy kommutativ egységelemes egyszerii gyiirii akkor és csak akkor
test, ha nem nullgyiri.
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Bizonyitas

Ha van olyan a # 0 elem, amely nem invertalhatd,

akkor az (a) = aR f&ideal nem tartalmazza az egységelemet,
igy R-nek van nem trivialis idealja.

Megforditva, ha R test, | #{0} egy ideal, a€ I, a# 0,
akkor barmely b € R-re b=aa b c I, tehat | = R.

A\

Hanyadostest

Legyen R a nullgyiiriitdl kiilonbdz8 integritasi tartomany.

Az R x R\ {0} halmazon vezessiik be az (a, b) ~ (a’, b’),
ha ab’ = a’b ekvivalenciarelaciét,

az (a,b) + (a’,b’) = (ab’ + a’b, bb’) dsszeadast

és az (a, b)(a’, b’) = (aa’, bb’) szorzast.

Belathato, hogy a miiveletek kompatibilisek az
ekvivalenciarelaciéval és

az ekvivalenciaosztalyok testet alkotnak,

amelyet az R hanyadostestének neveziink.

ot
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Bizonyitas

~ reflexiv és szimmetrikus.

Ha (a,b) ~ (a’,b’) és (a’,b") ~ (a”, b"),

akkor ab’ = ba’ és a’b” = b'a".

A két osszefiiggést 6sszeszorozva aa’b’b” = ba'b’a”.
Ha a’ # 0, akkor a’b’ # 0, igy egyszeriisitve azt kapjuk,
hogy ab” = ba”, azaz (a, b) ~ (a”,b").

Ha a’ =0, akkor b’ # 0 miatt a =0 és a”’ =0,

és ekkor is (a, b) ~ (a”,b").

Az Gsszeadas kompatibilis az ekvivalenciarelaciéval,
mert ha (a, b) ~ (a’, b'),

akkor ab’ = ba’, amibsl ab’b” b” = ba’b"b",

innen viszont
(ab// + ba//)b/b// — ab/b//b// + bb/a//b// — ba/b//b// + bb/a//b// —
— (a/b” + blal/)bb/l
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Bizonyitas folytatasa
tehat

(a) b) + (a//’ b//) — (ab// + ba”, bb/) -~ (a/b// + b’a”, b/b//) —
= (a/) b/) + (a//> b//)
és a parok Osszeadasa trividlisan kommutativ, igy elég ezt belatni.

Mivel a parok Gsszeadasa kdnnyen kiszamolhatéan aszszociativ is,
az ekvivalenciaosztalyok 6sszeadasa is kommutativ és asszociativ.

A (0, b) alaki parok halmaza nullelem, ezt jeldljiik nullaval.

Az (a, b) parosztalyanak additiv inverze a (—a, b) par osztalya.

lgy R x (R\{0}) ekvivalenciaosztalyainak halmaza az &sszeadassal
Abel-csoport.

A szorzas is kompatibilis az osztalyozassal, mert ha (a, b) ~ (a’, b’),
akkor ab’ = ba’, amibél aa”b’b” = ba’a”b”, igy

(a) b)(a//, b//) — (aa//) bb//) ~ (a/a//) b/b//) — (a/) b/)(a//, b//).
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Bizonyitas folytatasa
Mivel a parok szorzasa lathatéan kommutativ, belattuk a szorzas
kompatibilitasat az osztalyozassal.

Mivel a parok szorzasa asszociativ is, az osztalyoké is asszociativ.

Egyszer(i szamolas mutatja, hogy
(a,b)((a’b’) + (a”b")) és (a,b)(a’b’) + (a,b)(a” b") ekvivalens
parok, igy az osztalyok szorzasa disztributiv.

Ezzel belattuk, hogy R x (R \ {0}) ekvivalenciaosztalyainak halmaza
kommutativ gydirdi.

A (b, b) alakd parok halmaza a multiplikativ egységelem az
osztalyok halmazaban.

Ha (a, b)  (0,b’), akkor a # 0,
ekkor viszont az (a, b) par osztalyanak multiplikativ inverze a (b, a)
par osztalya.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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Kovetkezmény

Az el6z6 tétel jeloléseivel, az R integritasi tartomany beagyazhaté a
hanyadostestébe:

barmely rogzitett b # 0-ra x € R-hez a (bx, b) osztélyat rendelve,
ugyanazt a monomorfizmust kapjuk.

Algebrai struktarak

Nem csak egy vagy két miiveletet tekinthetiink egy halmazon,
hanem tetsz6legesen sokat, és ezek nem csak nullér, unér és binér
miveletek lehetnek,

hanem akarhany valtozésak.

lgy az algebrai struktira altalanos fogalmahoz jutunk.

Szamos fogalom és konstrukcié (részstruktira, faktorstruktara,
direkt szorzat, stb.)

atvihet§ tetszGleges algebrai struktirakra is,

de ezzel itt nem foglalkozunk.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Legyen R gyfird.

Az (egyhatarozatlani) polinomokrdl eddigi ismereteink szerint

Z?:o fix' alaka véges Osszegek, ahol x a , hatdrozatlan’, n € N,

fi € R, ha 0 < i < n, az Gsszeadas és szorzas pedig tagonként
torténik.

Definicié pontossa teheté:

Ha f = (fo,f,...) és g = (go, &1,.-- ) is R-beli sorozatok végtelen
sorozatok, azaz RY elemei,

akkor Gsszegiiket az f + g = (fy + go, fi + &1,...) sorozatként,
szorzatukat pedig azon h = (hg, h1,...) sorozatként definialva,
amelyre

k k
he=) fegi=) fjg= > fag,
i—0 j=0

i+j=k

egy gyiiriit kapunk.
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-Ha R kommutativ, akkor ez a gy(ir( is kommutativ.
-Ha R egységelemes 1 egységelemmel, akkor a sorozatok gyfir(je is
az, benne az (1,0,0,...) sorozat egységelem.

-Ha az R gyiirii nullosztémentes, akkor a sorozatok gyiirdje is,
mivel ha m illetve n a legkisebb index, amelyre f,, # 0 illetve
&n # 0, akkor hpin = fmgn # 0.

Egyhatarozatlani polinomok

Az R feletti egyhatarozatlani polinomokon olyan R-beli
f = (fy, fi,...) sorozatokat értiink,
amelyeknek csak véges sok tagja nem nulla, a fenti miveletekkel.

Ha i > m esetén f; =0 és j > n esetén gj =0,

akkor k > m+nesetén a hy =} ; ;. , figj 6sszegnek minden tagja
nulla,

igy polinomok szorzata polinom és polinomok Gsszege is polinom,
azaz a polinomok a fenti gyiriinek részgyiirijét alkotjak.
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Konstans polinomok

Az a — (a,0,0,...) leképezése R-nek a polinomok gyiiriijébe val6
monomorfizmusa,

értékkészletének elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel
azonosithatjuk.

Af=(fo,fy...,7,0,0,...) polinom jeldlésére a

f = fox% + Aix! 4+ hx? 4 - -+ + f,x" alakot fogjuk hasznalni.
Ez a jelolés emlékeztet arra, hogy a miiveleteket hogyan kell
elvégezni.

Altalaban x%-at nem irjuk ki, x! helyett pedig x-et irunk,
igy az fo + fix + fox? + - - + f,x" alakot kapjuk.

Az f; neve az i-ed foki tag egyiitthatdja.

A nullad foka tag egyiitthatéja a polinom konstans tagja.

Az f = fy + fix + fox? + - - + F,x" felirasbdl a nulla egyiitthatdji
tagokat szokas elhagyni

illetve a felirashoz tovabbi nulla egyiitthatéja tagok adhaték hozza,
igy a felirds nem egvértelmii.
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Egyértelmiivé valik azonban,

ha kikotjiik, hogy f, # 0 legyen és

minden n-nél alacsonyabb fokd tag is szerepeljen.

Ekkor f, a polinom féegyiitthatdja, n pedig a polinomfoka,
jelolése: deg(f).

(Egy masik lehetSség a feliras egyértelmiivé tételére, hogy
minden nulla egyiitthatéji tagot elhagyunk.)

A nulla polinom egyértelmii felirasa az lres Osszeg,

nincs féegylitthatdja és fokat —oo-nek definialjuk.

A konstans polinomok a legfeljebb nulladfoka polinomok.
A legfeljebb elséfoki polinomok a linearis polinomok.

Azokat a polinomokat, amelyek fix' alakba irhaték, monomoknak
nevezzik.

Az R feletti egyhatarozatlana polinomok gyiiriijét R[x]-el jeloljiik.
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Néha egy f € R[x] polinomra inkabb az f(x) jelolést fogjuk
hasznalni.

Ha R egységelemes 1 egységelemmel, akkor az fix' tag helyett

f; = 1 esetén x'-t szokas irni.

Specialisan, x = (0,1,0,0,...) és indukciéval kapjuk hogy ha
neN,

akkor x" olyan sorozat, amelyben az n indexii tag az 1 egységelem,
az Osszes tobbi tag pedig nulla.

Fépolinom

Ha egy polinom féegyiitthat6ja R egységeleme,
akkor fépolinomnak (vagy normalt polinomnak) nevezziik.

-Ha az R gyiirii nullosztémentes, akkor két nem nulla polinom
szorzatanak a fGegylitthatéja a f6egyiitthatok szorzata, foka pedig
a fokok Osszege:

ha f =317, fix', fm #0, g = Z?:ogixi: gn#0, h=1g,

akkor a hy =} ;. ., figj Gsszegnek k = m+ n esetén egyetlen nem
nulla tagja van, fngn.
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-Tehat h nem nulla polinom, igy RI[x] is nullosztémentes.
(Egyébként mivel a nulla polinom fokat —oo-nek valasztottuk,
deg(fg) = deg(f) + deg(g) mindig teljesiil.)

Mivel R izomorf a konstans polinomok részgyfir(jével,
char(R) = char(RI[x]).

Formalis hatvanysorok

Ha R egy gyiirii, akkor az R-beli végtelen sorozatok gyfir(ijét az
el6z6 definicioban definialt miveletekkel R[[x]]-el jeloljiik,
elemeit formalis hatvanysoroknak nevezziik, és az
f=(fo,fi,...) elemet 3 2, fix' alakban frjuk.

Polinomfiiggvények

A polinomok definiciéjanal hasznalt jel6lésekkel,

egy f = fo+ fix + -+ + f,x" polinomnak az r € R helyen felvett
helyettesitési értékén az f(r) = fy + fir +--- + f,r" € R elemet
értjiik. Az r — f(r) leképezést az f polinomhoz tartozé
polinomfiiggvénynek hivjuk.
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Polinom gydke

Ha f helyettesitési értéke az r helyen nulla,
akkor azt mondjuk, hogy r az f gycke.

A polinomokat nem R-en értelmezett fiiggvényként definialtuk,
tehat a polinomok nem R-en értelmezett fiiggvények.

(Szokas megkiilonboztetésként az f polinomhoz tartozé
polinomfiiggvényt példaul f-vel jeldlni.)

-El6fordulhat, hogy két kiilonb6z6 polinomhoz ugyanaz a
polinomfiiggvény tartozik.

Példaul ha az R gyfirii véges, de nem a nullgy(ir(, akkor végtelen
sok polinom van R[x]-ben, mig csak véges sok R-et R-be képezd
figgvény létezik.

Ha p primszam, R = Z,, akkor barmely n € Z-re n°P = n mod p,
azaz minden r € Zp-re rP =r, igy a Zj, feletti xP és az x
polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik.
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-A fentiek alapjan altalanosabban az is belathaté, hogy minden Z,
feletti polinomhoz van egy p-nél alacsonyabb foki (vagy nulla) Z,
feletti polinom, amihez ugyanaz a polinomfliggvény tartozik.

-A késébb bizonyitandé tételekbél azonban az kdvetkezni fog, hogy
ha R végtelen egységelemes integritdsi tartomany,

akkor R[x] két kiilonb6z8 eleméhez nem tartozik ugyanaz a
polinomfiiggvény.

Ekkor a polinomokat azonosithatjuk a polinomfiiggvényekkel.

-Ha R kommutativ egységelemes gyiir(,
akkor barmely ¢ € R-re a 9. : f — f(c) leképezése R[x]-nek R-re
epimorfizmus.

Maradékos osztas tétele polinomokra

Legyen R egységelemes integritdsi tartomany,

f,g € RIx], g #0, és tegyiik fel, hogy g féegyiitthatdja egység
R-ben.

Ekkor egyértelmiien léteznek olyan q,r € R[x] polinomok,
amelyekre f = gq + r, ahol deg(r) < deg(g).
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Bizonyitas

El6szor g és r |étezését bizonyitjuk a fokszam szerinti indukciéval.
Ha deg(f) < deg(g), akkor g = 0 és r = f valaszthaté.

Indukciéval, ha f féegyiitthatéja f,, a g f6gyiitthatéja pedig gk,
legyen f* = f — f,,g,:lgx”*k.

Mivel deg(f*) < deg(f), az indukcids feltevés szerint

f* = gq* + r*, ahonnan r =r*, g = f,,gk_lx”_k + g* valasztassal
kapjuk az el6allitast.

Az egyértelmiiség onnan kdvetkezik, hogy gg + r = gg* + r* esetén
glg—qg*)=r"—r,

innen, ha valamelyik oldal nem nulla, akkor a masik sem, de a bal
oldal fokszama legalabb k = deg(g),

a jobb oldal fokszama pedig ennél kisebb.
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Kovetkezmény

Ha R test, akkor a 0 # f +— deg(f) leképezéssel R[x] euklideszi
gylrt.

Bizonyitas

Testben minden nem nulla elem egység, igy minden nem nulla g-re
alkalmazhaté az el6z8 tétel,

tovabba ha 7, g nem nulla polinomok, akkor

deg(fg) = deg(f) + deg(g) > max{deg(f),deg(g)}.

Kovetkezmény: gyoktényezd levalasztasa

Ha f #0 és c az f gybke, akkor valamely q # 0 polinomra
f=(x—cg.
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Bizonyitas

A maradékos osztas tételét alkalmazva g = x — ¢ valasztassal
f=(x—c)g+r.

Ha r # 0 lenne, akkor deg(r) = 0 miatt a ¢ helyen az egyik oldal
helyettesitési értéke nulla, a masiké nem nulla lenne.

Kovetkezmény
Ha f # 0, akkor f-nek legteljebb deg(f) gyoke van.

Bizonyitas

A fokszam szerinti indukciéval dolgozunk.

Ha deg(f) = 0, igaz az allitas.

Ha deg(f) > 0, és c egy gydk, akkor f = (x — ¢)g, ahol

1+ deg(g) = deg(f).

Ha d az f egy gyoke, akkor vagy d —c =0, azaz d = ¢, vagy d
gyoke g-nek, ahonnan kovetkezik az allitas.
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Kovetkezmény

Ha két legfeljebb n-ed fokd polinom (a nulla polinomot is ide értve)
n+ 1 kiilénbéz6 helyen ugyanazt az értéket veszi fel, akkor
megegyeznek.

Bizonyitas

Egyébként a kiilonbségpolinom olyan legfeljebb n-ed fokd nem nulla
polinom lenne, amelynek n + 1 gyoke van.

N

Kovetkezmény

Ha R végtelen, akkor két kiilénb6zé polinomhoz nem tartozik
ugyanaz a polinomtiiggvény.

Bizonyitas

Egyébként a kiilonbségpolinomnak végtelen sok gydke lenne.
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Megjegyzés

A maradékos osztas tétele algoritmust ad a maradékos osztas
elvégzésére.

Ez az algoritmus annak eldontésére is alkalmazhatd, hogy g
osztbja-e f-nek.

Ha ugyanis f = gh, akkor h fGegyiitthatéja az az egyetlen R-beli
h,_x elem, amelyre f, = gxh,_ és

az f* =f — hy_ x"*g, h* = h— h,_; x"¥ jelolésekkel f* = gh*.
Ha tehat az osztas soran a

a k-nal nem alacsonyabb foki kdzbiilsé maradék féegyiithatéja nem
oszthaté g f6egyiitthatéjaval,

vagy az algoritmus végén a maradék nem nulla,

akkor g [f, egyébként pedig megkapjuk h-t.
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Megjegyzés:
Horner-elrendezés

A maradékos osztas tételét alkalmazva az f és a

g = x — ¢ polinomra azt kapjuk, hogy f = (x — ¢c)g + r, ahol r
konstans, értéke f(c).

lgy n— 1 szorzassal és ugyanannyi dsszeadassal megkaphatjuk
f(c)-t.

Megjegyzés

Az hogy egy polinomnak hany gydke van, fiigg attol, hogy milyen
gylr( felett tekintjiik.

Példaul az 1 + x? polinomot Z, Q, illetve R felett tekintve, nincs
gydke,

C felett két gyoke van, i és —i,

ha Z, felett tekintjiik, ahol p primszam, akkor p = 2 esetén egy
gydke van,

p = 3 esetén nincs gyoke és p =5 esetén két gydke van.
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Megjegyezziik, hogy minden g = bi + ¢j + dk, b,c,d € R
kvaterniéra, amelyre b + c? + d? =1,

teljesiil, hogy 1 + g% = 0, és ilyen kvaternié végtelen sok van.
A kvaternidk szorzasa azonban nem kommutativ.

Korosztasi polinomok*

Ha n € N*, legyen €g,€1...,&,1 az n-edik egységgyokok.

Az ¢ pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha n és k relativ
primek:

valéban, e = ghx = gj pontosan akkor teljesiil valamely x € Z-re,
ha kx = k mod n = J;

ha k és n relativ primek, akkor ez az egyenlet megoldhaté minden
J € Z-re,

ha pedig nem relativ primek, akkor példaul j = 1-re nem
megoldhaté.
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Legyen
o0= ] e,
0<k<n,Inko(k,n)=1
az n-edik korosztasi polinom;
ennek foka @(n).

Mivel barmely e, egységgyok m rendjére m | n, és erre az m-re (de
csak erre) g, primitiv m-edik egységgyok,

[[omx)= J] x—ex) =x"—1.
mln 0<k<n

Innen egyébként 3 @(m) = n.

Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy @, egész egyiitthatos:
D (x) = x — 1 egész egyiitthatds, és ha minden m < n-re ®, egész
egyiitthatods, akkor x” — 1 = @ ,(x)p,(x) miatt, ahol

pn(X) = H (Dm(X)
m|n,m<n

egész egylitthatds fépolinom, n-re is.
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Mivel m | n esetén x™ — 1| pm(x), az is adédik, hogy

n/m—1

x"—1 mj
— /)
(D"|Xm71_ ZX

Jj=0

Wilson tétele
Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

|
N

Bizonyitas

A p = 2 eset trivialis.

Ha p > 2, akkor a Zp, feletti

xP71—1— [17; (x — i) polinom nulla kell legyen, mert
1,2,...,p—1 gyokel,

foka pedig legfeljebb p — 2.

Igy specialisan a konstans tag is nulla kell legyen Z,-ben.
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Polinom algebrai derivaltja

Legyen R gyfird.

Egy f = fo + fix + fax®> + --- 4+ f,x" € RIx] polinom

algebrai derivaltjan vagy roviden derivaltjan az

f'=H +2hx +3hx2+ -+ nf,x" ! € R[x] polinomot értjiik.

-Egységelemes integritasi tartomany felett az f — f’ algebrai
derivalas rendelkezik az alabbi tulajdonsigokkal:

(1)konstans polinom derivaltja a nulla polinom;

(2)az x polinom derivaltja az egységelem;

3)(f +g) =f"+g’, ha f,g € R[x](additivitas);

(4)(fg) = f'g + fg’, ha f, g € R[x|(szorzat differencialasi
szabalya);

ez utébbi tulajdonsdg belatasdhoz az additivitas és a disztributivitas
miatt csak azt kell észrevenni,

hogy monomok szorzatara igaz az Gsszefliggés.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Megjegyzés

Megforditva, ha R egységelemes integritasi tartomanyra egy f — f’
leképezése R[x]-nek 6nmagaba rendelkezik ezzel a négy
tulajdonsaggal,

akkor i szerinti indukciéval az fix’ monom derivaltja

(ix' 1. x) = (i — 1)fix'2x + fix' ! = ifix' 1,

amibél az f' = f; + 2fox + 3f3x% + - - - + nfox""L formula
kovetkezik tetszéleges polinomra.

Tétel

Legyen R egységelemes integritasi tartomany,
f,g € RIx] és n e NT.
Ha g" | f, akkor g"1 | f'.

Bizonyitas

Ha f = g"h, ha akkor differencialassal

fl = ngnflh_*_gnh/ :gnfl(nh_’_ h/)
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Kovetkezmény

Ha R test, f 20 és d az f és ' legnagyobb kézés osztdja, akkor
qg = f/d négyzetmentes, azaz egyetlen legalibb elséfoki g
polinomnak a négyzetével sem oszthatd.

| A\

Bizonyitas

Ha g" | f, de g1 { f, akkor g™ 1| f’, igy g" 1| d. Innen g2 | g
nem lehetséges, mert abbol g™ | f kdvetkezne.

\

Tobbszoros gyokok

n-szeres gyok

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, 0 = f € R[x] és

ne Nt

Azt mondjuk, hogy ¢ € R az f egy n-szeres gyoke, ha (x — c)"|f de
(x—c)"tL .

(Szokasos az (x — c)"||f jelolés is.) Ez azzal ekvivalens, hogy
f = (x—c)"g, ahol g-nek ¢ nem gydke.



Legyen R egységelemes integritdsi tartomany, f € R(x], n € N és
c € R az f egy n-szeres gydke.

Ekkor ¢ az f'-nek legalabb (n — 1)-szeres gydke, és ha char(R) { n
(példaul ha char(R) = 0), akkor pontosan (n — 1)-szeres gydke.

Bizonyitas

Ha f = (x — c)"g, akkor f' = (x —c)" ! ((x — clg’ + ng).
Innen latszik, hogy c legalabb (n — 1)-szeres gyoke f’-nek.

A zaréjelben all6 kifejezés értéke a ¢ helyen ng(c), ami g(c) # 0
miatt nem nulla, ha charR 1 n.

Megjegyzés
A derivalt gyoke nyilvan nem feltétleniil gyoke a polinomnak.
(példaul x2 + 1-nek 0 nem gydke, de a derivéltjanak igen)
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Masrészt a polinom n-szeres gydke lehet a derivaltnak tébb, mint
n — 1l-szeres gyoke is:

Ha p prim, a € Zp, kyn € N, p{n,

akkor f = (x —a)P((x —a)" + 1) € Zp[x]-nek az a egy p-szeres
gyoke, mig ' = n(x — a)P*"-nek (p 4 n — 1)-szeres gydke.
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Irreducibilis polinomok és testbdvitések

-A test feletti egyhatarozatlant polinomok euklideszi gydiriit
alkotnak,

igy benniik a primelem és az irreducibilis elem fogalma egybeesik
és minden nem nulla polinom irreducibilis polinomok szorzatara
bomlik,

|ényegében egyértelmiien.

-Az egységek a nem nulla konstans polinomok.

-Barmely test felett az elséfoka polinomok irreducibilisek.
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Legyen F test, és f € F[x] egy n-ed foka (n € N") irreducibilis
fépolinom.

Ekkor F = F[x]/(f) test;

ez kovetkezik abbél, hogy az (f) féideal maximalis ideal, de
kozvetleniil is belathaté:

ha g & (f), azaz f nem osztja g-t,

akkor alkalmazva a bévitett euklideszi algoritmust, olyan u és v
polinomokat kapunk, amelyekre

d = fu+ gv,
ahol d az f és g egyik legnagyobb kdzdsosztdja, egy nullad fokd
polinom.

Innen d osztalya az egységelem F-ban, v osztaly pedig g
osztalyanak az inverze.

Minden mellékosztalyban a legalacsonyabb fokd polinom fokszama
kisebb, mint n és csak egy n-nél alacsonyabb fokd polinom van;
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Ez meghataroz6 (igy, hogy a mellékosztaly tetszGleges g elemére
vessziik

az f-fel val6 osztasanal ad6dé r maradékot:

mivel g = gf +r, g—r € (f).

A miiveleteket végezhetjiik ezekkel a reprezentansokkal:

ha a szorzat foka nem kisebb, mint n,

akkor osztunk f-fel, és vessziik a maradékot.

Jeldlje x az x € F[x] polinom osztalyat F[x]/(f)-ben.

A F test elemei egyértelmiien felirhatok

ag + a1 X + -+ a,_1 X" 1 alakban, ahol ag, a1,,...an_1 € F.
lgy F részteste F-nak.

(A Fx]-belinek is tekinthets f polinom Fx]-ben mar nem
irreducibilis, x egy gyoke.)

Legyen p egy primszam.

A fenti konstrukciét alkalmazva a Z, véges testre és egy f
irreducibilis f6polinomra,

egy p" elemii véges testet kapunk.
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Azt, hogy az n-ed foki f € Zp[x] polinom irreducibilis-e,
példaul agy is megvizsgalhatjuk, hogy minden, legfeljebb |n/2]
fokszami polinommal megprébaljuk elosztani.

(Ennél sokkal hatékonyabb eljarast is fogunk tanulni.)

Példak

(1) Tekintsiik az R[x] polinomgyiiriiben az R felett irreducibilis
x? 4 1 polinom altal generalt (x? 4 1) fsidealt.

Minden mellékosztalyban a legalacsonyabb foki polinom linearis és
a mellékosztalyban pontosan egy linearis polinom van.

A faktorgyiirii szorzasaval a mellékosztalyok C-vel izomorf testet
alkotnak.

(2) Tekintsiik a Zy[x] polinomgyiiriiben az x2 4+ x + 1 irreducibilis
polinom altal generalt (x> + x + 1) fsideal.

Minden mellékosztalyban a legalacsonyabb fokid polinom linearis, és
a mellékosztalyban pontosan egy lineéris polinom van.
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A faktorgyiirii szorzasaval a mellékosztalyok egy négyelemii testet
alkotnak.

Véges testek elemszama

Barmely véges test elemeinek szama primhatvany, ahol a prim a
test karakterisztikaja.

| A\

Bizonyitas

Ha p az F véges test karakterisztikaja és e az egységeleme,
akkor a Z-t F-be képez6 n — ne homomorfizmus magja pZ.

Azonositva Z/pZ = Zp-t a leképezés értékkészletével, Z, az F
részteste.

Nyilvan F vektortér Z, felett és ha n dimenziés, akkor F-nek p”
eleme van.

Megjegyzések
(1) Abbdl, hogy egy test karaktetisztikaja egy p primszam, nem
kovtkezik, hogy a test véges.

Példaul Zp[x] hanyadostestének karakterisztikaja p.



(2) Ha n > 1, akkor egy p" elemii véges test nem izomorf Zpn-el,
sem Zl’;—el,

bar mindegyiknek ugyanannyi eleme van, mert az utébbiak nem
nullosztémentes gyiiriik

(de nem izomorfak, mert Zp» additiv csoportja ciklikus,

mig Zp-ben minden nem nulla elem additiv rendje p).

Alkalmazas: A Rijndael és AES blokkrejtjelzék

Tétel
Véges test nem nulla elemeinek multiplikativ csoportja ciklikus.

Ha a véges testnek q eleme van, akkor barmely c elemére c9 = c.

Az allitds a Fermat-tétel altalanositasa.

Bizonyitas
Legyen a nem nulla elemek multiplikativ csoportja G és legyen a G
rendje n.

Ha d | n és van olyan g € G, amelynek a rendje d, akkor ez egy
H=1{1,g,g2,...g9"} ciklikus részcsoportot general.
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Bizonyitas folytatasa

Mivel testben az x¢ = 1 egyenletnek legfeljebb d megoldasa van,
azok mind a H részcsoportban vannak.

Specialisan, minden d rendii eleme G-nek genratora H-nak és @(d)
ilyen van.

Igy d rendii eleme G-nek 0 vagy @(d) darab van.

Ha valamilyen d | n-re nulla lenne, az ellentmondana annak, hogy
Zd\n (p(d) =n.

Igy van n rendi elem is -éppen @(n) szama - tehat G ciklikus.

Legyen F egy q elemii véges test.

Egy F feletti d-ed fokd irreducibilis fépolinom, akkor és csakis
akkor osztja x9" — x-et, ha d | n.
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Bizonyitas

Legyen f egy d-ed foka irreducibilis fépolinom és tekintsiik az
F = F[x]/(f) véges testet, amelynek g¢ eleme van.

d g g o
Ennek barmely y elemére y9 = y. Innen k szerinti teljes
indukciéval

minden y € F-ra. lgy d | nesetén y9" =y az F-ban,

ami specialisan y = x valasztassal azt is jelenti, hogy az F feletti
x9" — x polinom oszthaté f-fel.

Forditva, legyen & a F nem nulla elemei multiplikativ csoportjanak
egy generatora.

Legyen p az F karakterisztikaja.

Azok az 1 € F elemek, amelyekre n9" =1 az dsszeadasra nézve
zart halmazt alkotnak, mert

(M1 +ﬂ2)pk ank +n’2’k és q" is p-hatvany.
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Bizonyitas folytatasa

Nyilvan az ilyen n elemek halmaza a szorzasra is zart.

Igy ha f osztja az x9" — x polinomot F[x]-ben, akkor F-ben
X7 =X,

amibsl mivel & az X polinomja, £9" = & is teljesiil.
Dehan=kd+r, 0<r<d, akkor

T a(qqur) _ (aqdk)qr e

ami r > 0 esetén ellentmond annak, hogy & generatorelem.

| A\

Kovetkezmény

Az F feletti n-ed fokd irreducibilis polinomok szama legalabb
(q" — gl |ign})/n > 0.

Bizonyitas
Mivel x9" — x derivaltja a -1 polinom, barmely irreducibilis
fépolinomnak legfeljebb az elsé hatvanya osztja x9" — x-t.
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Barmely d valédi osztéjara n-nek d osztéja n/pj-nek valamely p;
primtényezGjére n-nek.

lgy azon irreducibilis fépolinomok, amelyek osztéi x9" — x-nek, de
fokuk kisebb, mint n, mind oszt6i valamely X3P _ x polinomnak,
amelynek foka legfeljebb gl"/2).

Mivel az n kiilonb6z8 primosztdinak szama legfejebb |Ig n], azon
irreducibilis f6polinomok,

amelyek osztéi x9" — x-nek, de fokuk kisebb mint n,

szorzatanak a foka legfeljebb gl"/2!|Ign].

Igy a pontosan n-ed fokd irreducibilis f6polinomok szorzatanak a
foka legalabb g" — ql"/2l|Ign|.
Hatra van még annak bizonyitasa, hogy ez a szam pozitiv.

Felhasznalva, hogy g > 2, ez kdnnyen ellendrizhetd
n=123,4,56,7,8 esetén.

Megmutatjuk, hogy n > 8 esetén a g" > g2 Ig n egyenl6tlenség is
teljesiil.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ha n =8, a két egyenl6tlenség ekvivalens, egyébként pedig teljes

indukciéval
qn+1 :qqn>qqn/2 |gn:qn+1 /2 |g( )\/a |gn
lg(n+1)
>q (n+1)/2 |g( )
mert
|gn lg n lgn 1
2 > V2 =V2—
\/_Ig \/_lg(2n) _\/_1+|gn \/_1+1/|gn

Kovetkezmény

Bérmilyen q = p" (p prim, n € N ) primhatvanyra létezik q elemd
véges test.
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Bizonyitas

Alkalmazzuk az el6z6 kovetkezményt Z,-re.

Testbdvitések

Ha F a K részteste, akkor azt is mondjuk, hogy K az F test
bévitése.

Nyilvan K vektortér F felett.

Bévités foka

Ennek a vektortérnek a dimenziéjat a bdvités fokdnak nevezziik és
[K : Fl-fel jeloljiik;
ha véges, akkor véges bdvitésrdl beszéliink.

Legyen o € K. A K Gsszes, F-et és «-t tartalmazo résztestének a
metszete maga is részteste K-nak: ez az

F(o) ={p()/q() : p,q € Flx], q(x) # 0}

részhalmaza K-nak.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ha van olyan 0 # p € F[x] polinom, amelynek « gyoke, akkor azt
mondjuk,

hogy « algebrai F felett.

Az « minimalpolinomja F felett egy minimalis foka ilyen oplinom.
Egy miniméalpolinom minden olyan F[x]-beli polinomnak osztdja,
amelynek « gydke,

mert egyébként a két polinom legnagyobb kdzds osztdja egy,

a minimalpolinomnal alacsonyabb fokd polinom lenne, amelynek «
gyoke.

lgy a minimalpolinomok egymas asszocialtjai.

A minimalpolinomok nyilvan irreducipilisek.

Fokszamuk az « foka F felett.

Legyen K az F test bévitése.
Ha o € K algebrai F felett, a foka n és f egy minimalpolinomja,
akkor F () izomorf F(x]/(f)-fel, és

F () minden eleme egyértelmiien irhats fel Y~ =0 rjoc' alakban,
ahol royriy ... rn1 € F.
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Bizonyitas

A g — g(«) leképezés olyan homomorfizmusa az F(x] gyiiriinek
K-ba,

amelynek magja (f), igy értékkészlete egy F[x]/(f)-el izomorf test.
Az értékkészlete tartalmazza F-et és o-t, igy F(o)-t is.

Mivel F(x) nyilvan tartalmazza Zj'-';ol riod alaki Bsszeget,

csak azt kell megmutatnunk, hogy az értékkészlet minden eleme
ebben a halmazban van.

Legyen g € F[x] tetszbleges és irjuk fel g = gf + r alakban; nyilvan
gla) = r(x).

| \

Véges testek alaptétele

Bérmely q = p" (p prim, n € NT) primhatvanyra a q elemii véges
testek izomorfak.

Mar lattuk, hogy barmely g primhatvanyra van g elemii véges test.
Mivel a tétel szerint lényegében csak egy g elemii véges test van,
beszélhetiink a g elem( véges testrdl.

Ezt Fq-val jeloljiik.
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Bizonyitas

Legyen F egy tetszéleges g elemii véges test, p pedig az F
karakterisztikaja, és g = p".

Ekkor, mint tudjuk az egységelem tobbszdrosei egy Zp-vel izomorf
résztestet alkotnak.

Ezt Z,-vel azonositva, Z, a K részteste.

Legyen f egy n-ed fokd irreducibilis fépolinom.

Ez osztéja Z, felett a g(x) = x9 — x polinomnak.

A g polinom F felett elséfoka polinomok szorzatara bomlik,

mert minden y € F gyoke, igy g kiillonb6z6 gydke van.

De akkor az irreducibilis tényezékre valo felbontas egyértelmiisége
miatt

f is elséfokd tényez6k szorzatara bomlik F felett.

Jeldlje « az f egyik gyokét F felett.

Mivel Zp(x)-nak g = p" eleme van, Z,(x) = F.

Mivel Zp () izomorf Zp[x]/(f)-fel

az F izomorf Zp[x]/(f)-fel.

o
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Wedderburn tétele
Véges ferdetest kommutativ.

Bizonyitas

Legyen K véges ferdetest és ha x € K,

legyen Ck(x) ={y € K : xy = yx}, valamint

Ck = Nxek Ck (x).

Minden Ck(x) és igy Ck is ferdetest, de Cx kommutativ is.
Legyen g a Ck elemeinek szdma.

Mivel minden Cy(x) vektortér Cx felett, elemszamuk g™ valamely
ny € NT-ra.

Specialisan K = Cx(0) elemszama is g-hatvany, mondjuk gq".
Mivel K vektortér a Ck(x) ferdetest felett is,

ny | n minden x € K-ra.

Tekintsiik most a G = K \ {0} multiplikativ csoport.

A C(x) konjugalt elemosztaly x # 0 esetén Ck(x) \ {0} ésigy a C
centrum Ck \ {0}.
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Az osztalyegyenelet szerint

q"—lzqfl+Z[G:C —qflJrZ nx_]_

az Osszegzés a nem egyelemii konjugalt elemosztalyok egy-egy x
reprezentansara értend6 g — 1 pedig az egyelemii konjugalt
elemosztalyok szama, amely C elemszama.

A W, kérosztasi polinom g helyen felvett értéke osztja a bal oldalt
és a jobb oldali 6sszeg minden tagjat, igy g — 1-et is.

Ha azonban n > 1, akkor ez ellentmondas, mert

Wo(x) =] ](x — €k), ahol a szorzat az dsszes primitiv n-edik ¢
egységgyokre értendd, igy | Wn(q) |=]]| g — €k | és a jobb oldalon
minden tényezd abszolut értéke nagyobb, mint g — 1.

Tehat n =1 és K = Ck.
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Polinom faktorizalas véges testek felett

Els6 lepéskeént az [Fy feletti f polinomot (g = p”, p prim, n € N*)
a korabbi tétel kovetkezményben megadott |épés ismétlésével
négyzetmentes tényez6k szorzatara bontjuk;

gondot okozhat, hogy az f és f’ polinomok d legnagyobb kozds
osztéja f is lehet, ha f/ = 0.

Ez akkor fordulhat el6, ha fy 4+ AixP + Hx2P + - - - + fyx™P alakl az
f,
azaz csak olyan monomokban lép fel nem nulla egyiitthato,
amelyekre a kitev6 p tobbszorose.
Ekkor gj = Gq/p valastassal gjp = jq =fj, ésa
g =80+ 81X+ -+ gmx™ polinomra
§(x)P = g + (g1x)P + -+ (gmx™)? = F(x)
igy elég g-t faktorizalni.
Masodik lépésként egy mar négyzetmentes f polinomra
d=1,2...-re szamoljuk ki
d - : :
f(x) és x9 — x legnagyobb koz0s osztéjat, az fy(x) polinomot.
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Az f; az f elséfokn, az , az f masodfoka, stb., irreducibilis
tényez8inek szorzata.

Természetesen ha fi nem konstans, akkor £ kiszamitasa el6tt f-et
célszerli helyettesiteni f/fi-el, stb.

Ha igy tesziink, akkor megallhatunk, ha d nagyobb nem lesz, mint
|deg(f)/2]; ekkor f mar irreducubilis.

Harmadik |épésként az fy polinomokat "hasitjuk" szét.

Ha f; fokszama d, akor nyilvan irreducibilis, megallhatunk.

Ha valamelyik fy fokszama nagyobb, mint d, akkor egy
valésziniiségi médszert hasznalhatunk a "széthasitasra".

Ez azon alapul, hogy tetszéleges t(x) "tesztpolinomra"

t(x)qd — t(x) tobbszérose xd — x-nek; valéban, mivel F
karakterisztikdja p és g a p hatvanya,

q?

k k .
> txd Z tj" ()" =D t(x ( )
j=0

Jj= Jj=0

ahonnan F[x]/(qu — x)-ben szdmolva
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k . k

Eqd = Z t; ()?qd>1 = Z tj)?j =t.
j=0 Jj=0

Ha most a t(x)qd — t(x) polinomnak vessziik egy faktorizaciéjat,

akkor valészind, hogy f4 irreducibilis 0szt6i nem mind ugyanabban a

tényezében lesznek,

és legnagyobb kdzds oszté képzéssel kinyerheték.

Paratlan g esetén a nyilvanvalé
100" — t0) = (00" 72— 1) (200" V72 1) £(x)

faktorizalas hasznalhato;

megmutathatd, hogy ha a t tesztpolinomot véletlenszeriien
valasztjuk az Gsszes 2d-nél alacsonyabb foki polinomok kéziil,
akkor fy és t(x)(@""D/2 1 legnagyobb kdz6s osztéja legalabb
1/2—1/(2q?) eséllyel nem trivialis.

( A gyakorlatban sokszor mar azzal is célt ériink,

ha t-t véletlen elséfoka fépolinomnak valasztjuk.)
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Paros g esetén a

faktorizalas hasznalhato, ahol

T(x) =x+ x4+ xT 4 4x37";
ez agy adddik, hogy a nyilvanvalé x9 — x = ]_[Cqu (x —c)
faktorizalasba x helyére T(x)-t irunk és felhasznaljuk, hogy
T(x)?—T(x) = x93 — x, mivel T(x)9 = T(x9), majd x helyére
t(x)-t helyettesitiink.

Magasabb foka kongruenciak
Az

fo + fix + fox® + -+ fox" = 0 mod (m)

kongruencia megoldasait keressiik, ahol fy, fi,...f, € Z és m € N,
m> 1.
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A kinai maradéktétel segitségével a kongruencia minden megoldasat
megkaphatjuk, ha m kanonikus felbontasaban szereplé primhatvany
tényezéket véve modulusnak, meghatarozzuk a megoldasokat.

Hasznos észrevétel, hogy ha p primszam, o« € NT, akkor minden
X € Z-re
xI TP = J mod x*, haj > «;

ennek a segitségével redukaljuk a kungruencia fokat.

Az « =1 eset elintézhetd az eléz8 pont alapjan,

hiszen ekkor egy Z, feletti polinom gydktényezgit kell
meghataroznunk.

Végiik az o > 1 eset az alabbi lemma alpjan indukciéval
visszavezethet§ az o = 1 esetre.
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Hensel-lemma
Legyen p primszam, o« € N, | gy, ho, uy v € Z[x],
deg(u) < deglhe), deg(v) < deg(ga)
és tegylik fel, hogy g fépolinom,
deg(f) = deg(gw) + deg(hy) valamint teljesiilnek az
f(x) = gu(x)ha(x) mod p%,

u(x)ga(x) + v(x)ha(x) =1 mod p
kongruenciék.
Ekkor léteznek olyan gy 1, hot1 € ZIx] polinomok, amelyre

8or1(x) = gu(x) mod p*

ha+1(x) = ha(x) mod p*
tovabba a fenti feltételek mind teljesiilnek o + 1-el « helyett.

A gxi1 és hoy1 polinomok egyértelmiiek modulo p*+?.

A bizonyitas konstruktiv, algoritmust ad gy.1€s hyi1
meghatarozasara.
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Bizonyitas
Ha létezik got1 és hyt1, akkor gut1 = go + p*Z illetve
has1 = ho + p*h alaka,
ahol g, h € Z[x], deg(g) < deg(gy), deg(h) < deg(hq).
Az

u(x)ga+1(x) + v(x)het1(x) =1 mod p

feltétel ekkor nyilvan teljesiil, az

f(x) = Gar1(x)hot1(x)

= (gu(x) + p*g(x))(ha(x) + p*h(x)) mod p*'*

feltétel pedig azzal ekvivalens, hogy

h(x)gx(x) + & (x)ha(x) = w(x) mod p

ahol

F(x) — galx)ha(x)
p
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Tetszbleges g(x) € Zlx]-re
(u(x)w(x) + q(x)ha(x)) gux(x)

+ (v(x)w(x) — q(x)g«(x)) ha(x) = w(x) mod p.
Legyen g a vw polinomnak a gy polinommal Z,, felett valé
osztasanal fellepé hanyados, g = vw — qgy és h = vw — ghy,
mindkett6 Z, felett kiszamolva.

Mivel g a vw polinomnak gy-val valé osztasnal fellepé maradék,
deg(w) < deg(f) = deg(gn) + deg(hy) azt kapjuk, hogy

deg(h) < deg(ha),

mivel egyébként az el6z8 kongruencia nem teljesiilne.

Ha g és h masik megoldas, akkor

(h—h(x))gu(x) = ( — &(x))ha(x) mod p.

Mivel Z, felett gy és hqy relativ primek, gy osztja g — g-t.
Mivel ennek fokszama kisebb, mint g, fokszama, csak nulla lehet.

Innen a masik oldal is nulla.
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Irreducibilis polinomok C, R, Q és Z felett

A komplex szamtest felett az algebra alaptétele szerint minden
Clx]-beli nem konstans polinomnak van gyoke,

Igy a gyoktényezd levalasztisara vonatkozé allitas szerint pontosan
az elséfoki polinomok az irreducibilisek és

egy n-ed fokd fo + fix + -+ + f,x" polinomot a tényezék
sorrendjétél eltekintve egyértelmien felirhatunk

folx — )™ (x — )% - (x — )%

gybktényezds alakban, ahol a kiilénb6z6 ¢y, ¢y, ..., ck komplex
szamok a kiilonb6z6 gyokak,

az ®1, Xo, ..., X pozitiv természetes szamok pedig az egyes
gyokok multiplicitasai,

X1+ Xp + -+ X = N

A valds szamtest felett irreducibilisek az elséfoka polinomok és
azok a masodfokid polinomok,
amelyeknek nincs valds gydke.
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Megmutatjuk, hogy mas irreducibilis polinom nincs.

Egy a valos szamtest feletti, azaz valds egyiitthatos

f=fy+ fix+---+ fx" polinom tekinthetd komplex
egylitthatésnak is,

igy az algebra alaptétele szerint n > 1 esetén van olyan ¢ € C,
hogy fo + fic+ -+ + fac" = 0.

Ha c valés, akkor f nem irreducibilis.

Ha ¢ ¢ R, akkor konjugalassal fy + AT+ -+ + f,¢" = 0, tehat ¢
konjugaltja is gyok.

Age=(x—c)(x—c)=x>—2%R(c)x + |c|? valés egyiitthatés
polinommal R felett maradékosan osztva, f = g.q + r.

Az r csak nulla lehet, mert egyébként legfeljebb elséfoka lenne és
nem lehetne nem val6s komplex gyoke.

Tehat a valds szamtest felett minden fy + fix + -+ - + f,x" polinom
legfeljebb masodfokd irreducibilis polinomok szorzatara bonthaté
lényegében egyértelmiien.
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A racionalis szamtest felett bonyolultabb a helyzet.

Vannak polinomok, példaul x2—2, amelyek Q felett irreducibilisek,
bar R felett nem.

Meg fogjuk mutatni, hogy Q[x]-ben minden n € N*-ra van olyan
n-ed foka polinom, amely irreducibilis.

A ZIx] gy(r( nem tehetd euklideszi gyfiriivé.

Ha ugyanis euklideszi gy(irivé tudnank tenni, akkor a 2 és x
polinomok legnagyobb kdzds osztdja, amely |étezik és 1, elGallithatd
lenne 1 = 2u + xv alakban valamely u, v € Z[x] polinomokkal, ami
nem lehetséges, mert a jobb oldal konstans tagja péaros.

A QI[x]-beli és Z[x]-beli faktorok kozott kapcsolat van, bar nem
ugyanazok.

Példaul a 6x2 + 12x + 12 polinom Z[x]-ben nem felbonthatalan,
felirhaté 2 - 3 - (x? 4 2x + 2) alakban, mig Q[x]-ben felbonthatatlan,
itt ugyanis 2 és 3 egységek, igy 6x> + 12x + 12 asszocialtja az

x? + 2x + 2 polinomnak, amelynek nincs racionalis gyoke, mert még
valds sincs.
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-Altalanosabban,
legyen R egy Gauss-gyiirii, K pedig a hanyadosteste.

Minden RI[x]-beli polinom tekinthetd K[x]-belinek is.

Egy Klx]-beli polinom egyiitthatéi nevezdinek szorzataval
beszorozva a polinomot,
egy vele K[x]-ben asszocialt polinomot kapunk, ami mar R[x]-beli.

Ugyancsak asszocialt fépolinomot kapunk K{[x]-ben,
ha a féegylitthatéval végigosztjuk a polinomot.

Az R[x]-ben &ltaldban nem tudjuk a f6egyiitthatéval végigosztani a

polinomot.

Az R irreducibilis elemei irreducibilisek R[x]-ben is, mig K[x]-ben
egységek.

Ettsl eltekintve, az R[x]-beli és K [x]-beli felbonthatésag lényegében
ekvivalens:

ha egy R[x]-beli polinom el6all R[x]-ben két nem konstans, tehat
alacsonyabb foki polinom szorzataként, akkor nyilvan Kx]-ben is.
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A megforditast, azt, hogy a két reducibilitas egybeesik, Gauss tétele
adja.

Az igy kapott kapcsolat R[x] és K[x] kozott nagyon fontos:

néha azt hasznaljuk ki, hogy K|[x] euklideszi gy(r(, tehat
Gauss-gytirti, maskor meg az R-beli oszthatésagot.

(A K-beli oszthatésag trivialis.)

Primitiv polinomok

Legyen R egy Gauss-gyiirii. Ekkor R[x] egy polinomjat primitiv
polinomnak nevezziik,
ha egyiitthatéinak az egységelem legnagyobb kdzds osztdja.

(Test felett minden nem nulla polinom ilyen.)

Az RIx]-beli irreducubilis polinomok nyilvan primitivek.

Minden 0 # f € R[x] polinom el&allithaté f = df* alakban,

ahol f* primitiv polinom és 0 # d € R; az el6allitashoz emeljiik ki f
egylitthatdinak legnagyobb kdzds osztdjat.

Az elgallitas nyilvan lényegében egyértelmi, d és f* egység
faktorok erejéig egyértelmiien meghatarozottak.
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Gauss lemma3ja

Legyen R egy Gauss-gyiirii, f,g € R[x] pedig nullatél kiilonb6zé
primitiv polinomok.

Ekkor fg is primitiv polinom.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy fg nem primitiv polinom.

Ekkor van olyan p € R primelem, amely osztja fg minden
egylitthatdjat.

Legyen i illetve j a legkisebb olyan index, amelyre p /f; illetve p fg;.
Mivel az fg polinom i + j-edik egyiitthatéja

fogisj + -+ + figj + - + firjgo,

és ebben az dsszegben p minden mas tagot oszt, osztania kell f;gj-t
is, tehat p | f; vagy p | gj, ami ellentmondas.
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Segédtétel

Legyen R egy Gauss-gyiiri, K pedig a hanyadosteste.

Minden 0 # f € K[x] polinom felirhaté f = af* alakban,

ahol 0 # a € K és f* € R[x] egy primitiv polinom.

A felirds lényegében egyértelmii, a és f* egy R-beli egység szorzé
illetve reciproka erejéig egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitas

Irjuk fel f egyiitthatéit R-beli elemek hanyadosaiként.
Végigszorozva f-et az egyiitthatéi nevezdinek ¢ szorzataval,

majd kiemelve a kapott R[x]-beli polinom egyiitthatéinak d
legnagyobb kdzds osztéjat, kapjuk az elGallitast a = d/c-vel.

Ha f = bg* egy masik el6allitas, akkor b-t felirva d’/c’, ¢’,d’ € R
alakban,

azt kapjuk, hogy dc’f* = d’cg*, amib8l az R[x]-beli polinomok
|ényegében egyértelmii elGallitasa miatt kovetkezik az egység szorzé
erejéig valo egyértelmiiség.
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Gauss tétele

Legyen R egy Gauss-gyiiri, K pedig a hanyadosteste.

(1) Ha egy f € RIx] polinom elééllithaté két nem konstans g, h
polinom szorzataként K|[x]-ben,

akkor R(x]-ben is eléallithato két g*, h* polinom szorzataként,
amelyekre g és g* illetve h és h* asszocialtak K[x]-ben,

azaz egymasnak K-beli konstansszorosai.

(2)R[x] is Gauss-gydird.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy f = gh, ahol g, h € K[x] nem konstans polinomok.
Irjuk fel f-et df* alakban, ahol f* € R[x] primitiv polinom, d € R.
Felirva g-t ag*™*, a h-t pedig bh** alakban,

ahol g**, h** € R[x] primitiv polinomok,

df* = f = gh = abg™ h**.

Mivel Gauss lemmaja szerint g primitiv polinom és az eléz8
lemma szerint pedig f el6allitasa primitiv polinom segitségével
lényegében egyértelmdi, valamely R-beli € egységgel f* = eg** h**
és ed = ab, ahol a,b € K.
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k% h**

igy azt kapjuk, hogy f = df* = deg , igy

példaul g* = deg™, h* = h** valasztassal kapjuk f kivant
felbontasat.

Figyeljiik meg, hogy ha f primitiv polinom volt, akkor g* és h* is
azok.

A (2) rész bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy egy konstans
pontosan akkor egység R-ben,

ha mint konstans polinom egység R[x]-ben és

pontosan akkor irreducibilis R-ben,

ha mint konstans polinom irreducibilis R[x]-ben,

tovabba R[x] nem konstans irreducibilis polinomjai primitivek.
Legyen 0 # f € R[x] és irjuk fel f-et df* alakban, ahol d € R,
f* € R[x] primitiv polinom.

Az (1) bizonyitasanak utols6 mondata szerint, indukciéval,

f-et eléallithatjuk £ - - - f, alakban, ahol f1, 5, ..., f, primitiv
irreducibilis polinomok,

d-t pedig ¢p1 - - - pm alakban,

ahol p1,...,pm irreducibilis elemek R-ben, ¢ pedig egység R-ben.
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Az egyértelmiiség bizonyitasahoz, tegyiik fel, hogy
Splpmﬂfn:fze/qlqrglgs’

ahol ¢, ¢’ egységek, p1y...,pm €s qi1,...,q, irreducibilis

R-beli elemek,

fiy...,fh s g1,...,8s pedig legalabb elséfoka R felett irreducibilis
polinomok,

igy primitivek és az elsé |épés szerint irreducibilisek K felett is.

Igy a felléps polinomok f-nek egy K feletti irreducibilis
faktorizacidjat is megadjak, s = n, és

(megfelel6 atindexelés utan) alkalmas 0 # ¢; € K elemekkel

fi = ¢eigi.

Az el6z6 segédtétel szerint minden ¢; egység R-ben.

lgy

epL - pm=¢"qu " qr
valamely ¢” € R egységgel. Mivel R Gauss-gyiiri, kapjuk az
allitast.



Schonemann—Eisenstein tétel

Ha az R Gauss-gyiir( feletti legalabb els6fokd f primitiv
polinomhoz van olyan p € R primelem, amely nem osztéja a
foegyiitthatonak de osztéja minden mas egyiitthatonak, p? viszont
nem osztéja a konstans tagnak, akkor f irreducibilis.

Hasonléan, ha az R Gauss-gyiirii feletti legalabb elséfoka f
polinomhoz van olyan p € R primelem, amely nem osztéja a
konstans tagnak de osztéja minden mas egyiitthatonak, p? viszont
nem osztéja a fogyiitthatonak, akkor f irreducibilis.

Bizonyitas

| A\

Az els6 esetre végezziik el a bizonyitast, a masik eset bizonyitasa
hasonlé.

Tegyiik fel, hogy f = gh.

Mivel p nem osztja az f f6egyiitthatéjat,

sem a g, sem a h fégyiitthatéjat nem osztja.

ot
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Bizonyitas folytatasa

Legyen m a legkisebb olyan index, amelyre p { g, és legyen n a
legkisebb olyan index, amelyre p { h,. Ha k = m + n, akkor

ptf= ) hig,

it+j=k

mivel p osztja a jobb oldalon all6 Gsszeg minden tagjat, kivéve azt
a tagot, amelyben i = m és j = n.

lgy m+ n = deg(f), ahonnan m = deg(g) és n = deg(h).

Viszont az m és a n nem lehetnek egyszerre pozitivak,

mert kiildnben p? | fy = hogo teljesiilne.

lgy az egyik polinom konstans.

Ha nem lenne egység, akkor f nem lenne primitiv.

Kovetkezmény
Ha p primelem, n € N*, akkor f = x" + p irreducibilis R és (a
Gauss-tétel miatt) a hanyadosteste felett.
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Specialisan, ha p primszam, akkor x" + p irreducubilis Z és Q felett.
Megjegyzés

(1) Ha R test, a Schonemann-Eisentein-tétel nyilvan nem
alkalmazhaté irreducibilis polinomok konstrualasara,

hiszen ekkor R-ben nincs olyan elem, amely nem nulla és nem
egység, igy nincsenek primek.

Néha az irreducibilitas bizonyitasdhoz a Schonemann—Eisenstein

tétel nem alkalmazhaté kozvetlenul, csak némi kerilével.
Példaul a

n—1
j x"—1
X

x—1

€ Z[x]
j=0

polinomok nem irreducibilisek, ha n Gsszetett szam, mert ha

n = km, akkor
n—1 ) k—1 ) m—1 )
ZXJ: < ij> (ZXJ>.
j=0

j=0 Jj=0

Ha viszont n primszam, akkor a fenti polinom irreducibilis.



Ennek bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy ha a polinom felbonthaté
lenne, akkor x helyére x + 1-et irva, az igy kapott polinom is az

lenne, de ez
Zjo(j)xffl “Q >

amire mar alkalmazhaté a Schonemann—Eisenstein tétel, mert ha n

prim, akkor
n
Jj+1

tobbszorose, n-nek, ha n—1 > j > 0, egyenl6 n-nel, ha j =0, és 1,
haj=n—1.
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Lagrange-interpolacié

A polinomok osztisara vonatkozé tétel kdvetkezményei kdzott
lattuk, hogy ha R egy egységelemes integritasi tartomanynak

€0y Cly- - -, Cn kOIONbOGZE elemei, dy, di, ..., d, pedig tetszSleges
elemei R-nek,

akkor legfeljebb egy olyan legfeljebb n-ed fokd f polinom (ideértve
a nulla polinomot is) létezik, amelyre f(cj) = dj, haj =0,1,...,n.

Ha R test, akkor mindig létezik is ilyen polinom, és az alabbi
Lagrange interpolacis eljarassal megkaphatd.
Legyen
H,'?éj(x — i)
Hi¢j(cj —ci)

a j-edik Lagrange interpolaciés alappolinom és
legyen £ — 37 il

/j:
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Titokmegosztas

A Lagrange-interpolacié titokmegosztasra is felhasznalhato.
Tegyiik fel, hogy egy t € N titkot n részre akarunk osztani agy,
hogy barmelyik m részbél a titok visszaallithato legyen,

de kevesebbél semmi informaciét ne lehessen kapni a titokrol.

Valasszunk egy, a t maximalis lehetséges értéknél (és n-nél is)
nagyobb p primet és véletlen a1, as,...am—1 € Z, egyiitthatékat,
majd szamitsuk ki a Z, feletti

t 4 aix + ax® 4+ -+ + am_1x™ L polinom y1, ys, ...y, értékeit az
1,2,...n helyeken.

Ezek a titokrészek: barmelyik m titokrészbél a polinom
megkaphaté Lagrange-interpolacidval,

igy a titok adodik, de kevesebb részbél nem.
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Kronecker-eljaras

Ha R egy (végtelen) Gauss-gyiiri, amelyben rendelkezésiinkre all
egy eljaras,

amellyel akarmelyik elem osztéit meg tudjuk hatarozni,

valamint vannak eljarasok a miiveletek végzésére (példaul, ha
R=17),

akkor egy f € R[x] polinomnak meghatarozhatjuk az irreducibilis
faktorait.

Ha f = gh, akkor barmely ¢ € R-re f(c) = g(c)h(c), igy g(c)|f(c).
Legyen K az R hanyadosteste.

Barmely n € N-re valasztva kiilénb6z6 cg, c14. . ., ¢, elemeket
R-ben,

barmely djlf(¢;), j =0,1,..., n értékekhez
Lagrange-interpolaciéval meghatarozhatjuk azt az egyetlen

g € Klx] polinomot,
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amelyre deg(g) < n és g(cj) dj

azaz g(¢)lf(¢j) j =0,1,.

Ha g € R[x] és osztja f—et,

akkor megtalaltuk f egy osztéjat és f helyett a hanyadossal
folytatjuk.

(Néha érdemes az osztas el6tt ellenérizni még néhany ¢ € R-re,
hogy g(c)|f(c) teljesiil-e.

Azt is megnézhetjiik, hogy g f6egyiitthatéja osztja-e f
f6egydtthatojat,

bar ezt az osztasi algoritmus az elsé |épésben ellenérzi.)

Ha n = 0-val indulunk és egyesével noveljiik n-et, akkor csak
irreducibilis polinomosztékat fogunk talalni

(mert egy reducibilis, legalabb elséfokd oszté irreducibilis tényezsit
elsbb megtalaljuk).

Ha n < |deg(f)/2]-ig nem talaltunk osztét, akkor f irreducibilis.

Az elséfoki faktorok megadjak az K-beli és
ezaltal R-beli gyokoket.
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(Sok gyiiriiben a faktorizalasra, mind az irreducibilitas bizonyitasara
sokkal hatékonyabb eljarasok is léteznek.)

Cardano-képlet
Keresslink gyokképletet ketténél magasabb foka komplex
egylitthatds polinomok gydkeinek meghatéarozasara.

A f6egyiitthatéval végigosztva, feltehetjiik, hogy az 1.

Ha y" + fy" !+ Hhy" 2+ 4+ £, =0,

akkor y = x — f/n (invertalhatd) helyettesitéssel az egyenlet
X"+ gox" 2 + g3x" 3 + ... + g, = 0 alaka lesz,

igy elég azt az esetet vizsgalni, amikor a masodik legmagasabb foka
tag nulla.

A masodfok( esetben a helyettesités utan a megoldas trivialis.
A harmadfoki esetben az x3 + px + g = 0 egyenlet megoldasait
keressiik x = u + v alakban.

Mivel x3 = (u+v)3 =3+ v3 +3uv(u+v),

azaz x3 — 3uvx — (u® +v3) =0,
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ha sikeriil u-t és v-t Ggy valasztani, hogy uv = —p/3 és
u® + v3 = —q teljesiiljon, akkor készen vagyunk.
Az els egyenletbsl u3v3 = —p3/27, igy ud és v3 a
22 + qz — p3/27 masodfoki egyenlet, az Ggynevezett
karakterisztikus egyenlet gyokei, példaul

2 3
s 9 1/ N S
2 4 27
Igy végiil is a megoldasokat a
2 3 2 3
s/ g [q® p> s/ g [4® p
\/2+ 4+27+\/2 § o7

Cardano-képlet adja, ahol a kilenc lehetséges kdbgydk parbdl azt a
harmat kell valasztani, amelyeknek szorzata —p/3.

Egyszer(i szamolas mutatja, hogy ezek valéban megadjak
x3 4 px + q gyoktényezss felbontasat.
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A negyedfoki esetben az x* + px? + gx + r = 0 egyenlet bal oldalat
az o € C paraméter bevezetésével atalakitva az egyenletet

2 P )2
(x +2+oc

2
—<2ocx2—qx—|— (o@—i—poc—r—i—%)) —

alakra hozhatjuk.

Ha sikeriil az o« paramétert agy vélasztani,

hogy a legnagyobb zardjelben allé masodfokd polinom x-nek teljes
négyzet legyen,

akkor az egyenlet két masodfoka egyenletre esik szét, igy
megoldhaté.

Ehhez az kell, hogy a zargjelben all6 masodfokd polinomnak
egyetlen kétszeres gyoke legyen, azaz fenn kell allnia a

p?
q280c<oc2+pocr+f> =0

osszefiiggésnek.



Ezt a harmadfokid egyenletet megoldva, harom alkalmas « értéket
kapunk.

Magasabb foka egyenletre nem adhaté hasonlé gyokképlet.

Ha n > 5, akkor még olyan egész egylitthatés n-ed foka polinom is
létezik,

amelynek gydkei nem irhatdk fel racionalis szamok, a négy
alapmiivelet és gyokvonasok segitségével, azaz még "sajat
gyokképlete" sincs, ilyen példaul x> — 4x + 2.

Az els6 ilyen jellegii eredmény Abeltél szarmazik,

aki ezzel a problémaval kapcsolatban kezdte el vizsgalni csoportok
kommutativitasat.

A kérdéskort Galois tisztazta teljesen, aki megmutatta,
hogy az egyenlet négy alapmiivelettel és gydkjelekkel vald
megoldhatésaga attdl fiigg,

hogy a gyokdk bizonyos permutacidibél alkotott csoport, az
egyenlet Galois-csoportja feloldhaté-e.
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Specialis esetekben tehat sikeriilhet meghatarozni a gyokoket,
példaul sokszor segit egy 0] valtozé bevezetése y = h(x) alakban,
ahol h polinom; ez Tschirnhaus-transzformacid.

Racionalis tortfiiggvények

Ha R integritasi tartomany, akkor R[x] is, igy képezhetjiik a
hanyadostestét; ezt R(x)-el jeldljiik és az elemeit R feletti
racionélis figgvényeknek nevezziik.

Parciélis tortekre bontas

| A\

Legyen K test, g1,82,---,8n € Klx] legalabb elséfokii paronként
relativ prim polinomok, g = gi1g> - - - gn-
Ekkor léteznek olyan

ﬁ)fé)---)fneK[X]

polinomok, amelyekkel

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Allitas folytatasa

fi f; f,
:_1+_2+..._|__"_
81 & 8n

A tételt az integralasnal haszniljuk R illetve C feletti polinomokra.

0q | =

Bizonyitas

Teljes indukcidval bizonyitunk.

Ha n =1, az allitas nyilvanvalé.

Ha n =2, akkor a kiterjesztett euklideszi algoritmussal kaphatunk
olyan fi, f, polinomokat,

amelyekre figsr + frg1 = 1, amit g1 g»-vel osztva kapjuk az allitast.
Végiil az altalanos eset ugy kovetkezik, hogy

a gi,82,.--y8n—2,8n—18n polinomokra alkalmazva az indukcids
feltevést, kapunk egy
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1 h  h fo—2 f
g 81 8 8n—2  8n—18n
elGallitast, majd a n = 2 specialis esetbdl kapott
1 — fn*fl + ﬁ
8n—-18n  8n-1  &n

elgallitas mindkét oldalat szorozzuk f*-al, és ezt irjuk az utolsé tag
helyére.
Kovetkezmény
Ha h € K[x], akkor léteznek olan h; € K[x]
h h  h h

_:_+__|_..._|__"'
g 8 & 8n

Bizonyitas
Szorozzuk a tételben kapott elGallitds mindkét oldalat h-el.
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Kovetkezmény
Az el6z6 kévetkezményben kapott el6éllitas felirhato
h h h h
_:p_|__1_|__2_|_..._|__"
g g & &n
alakban is, ahol p € Klx] és deg(h;) < deg(gj),
haj=1,...,n.
Bizonyitas
Minden tagban osszuk maradékosan a szamlalét a nevezdvel.
Megjegyzés
Ha a g1,42,...,&n polinomokat a g-nek irreducibilis polinomok
szorzataként torténd elGallitasaval kaptuk,
akkor az el6z6 kdvetkezményben szerepls tortek u/vk alakaak és
deg(u) < deg(vk).
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Ezek a tortek felirhaték

alakban, ahol deg(u;) < deg(v), ha j =1,...,k.

Ez k = 1 esetén nyilvanvalg,

egyébként pedig indukciéval kdvetkezik, ha u-t maradékosan
osztjuk v-vel,

majd mindkét oldalt végigosztjuk v¥-val.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Tobbhatarozatland polinomok

Legyen R gyiirli, n € N. Az R feletti n hatarozatlan polinomok
gylrijét n szerinti indukciéval definialjuk:

ha n =0, legyen R([x1,x2,...,Xxp] = R, az egy hatarozatlani
polinomok gyiirijét mar definialtuk,

ha pedig n > 1, akkor legyen

Rlx1y X2y ...y Xp] = Rlx1y X2, ...y Xp_1][xn]

azaz az n hatarozatlan( polinomok olyan polinomjai x,-nek,
amelynek egyiitthatéi az x1, xo, ... x,_1 hatarozatlanok polinomjai.

Az x1,x2,...,Xn helyett barmilyen mas betiik is szerepelhetnek.

Néha egy f € Rlxi,x2,...,Xn] polinomra inkabb az
f(x1, X2, ...,X,) jelolést fogjuk hasznalni.

A rekurziv definicié miatt, azok a tulajdonsagok, amelyek

oroklédnek a gyiiriirél a polinomgyiiriire,
tobbhatarozatlani polinomok gyiiriijére is 6roklédnek.
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Az n hatarozatlani polinomok

E P . i i e n
f;lyl2)"')lnX1 X2 Xn

1,02 yeeyin

alakl véges Osszegek, ahol xq, xo,...,x, a ,hatdrozatlanok” és
firsinyin € R.

Az a € R elemhez hozzarendelve azt a polinomot,

amelyre foo,.0 = a és fj, j, i, = 0 egyébként az R egy olyan
leképezését kapjuk a polinomok gyiiriijébe,

amely monomorfizmus, értékkészletének elemei a

konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonosithatjuk. Az

- - il oo
f;l,lz,...lnx]_ X2

tagot monomoknak nevezziik,

fi

1y2,-+-In

az egyiitthatdja, (i1, ipy...In) @ multifoka, ih + i + - - - + ip pedig a
foka.
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Az n-hatarozatlani polinomok jelélésére a hagyomanyos

_ § Y § - U2 i)
f - f;X - f;I)IZ)"')lnX]. X2 e Xn"

it tin<m i Fintetin<m

felirast fogjuk hasznalni.

Gyakran az xjQ alakd tényezéket nem irjuk ki, x} helyett pedig x;-t
irunk.

Az (egyetlen) nulladfokd tag egylitthatéja a polinom konstans
tagja.

Mivel ebbél a felirasbél a nulla egyiitthat6ja tagokat szokas
elhagyni,

illetve a felirashoz tovabbi nulla egyiitthatéja tagok adhaték hozza,
a feliras nem egyértelmi.

Egyértelmiivé valik azonban, ha kikdtjik, hogy m minimalis legyen,
és

minden m-nél nem magasabb fokl tag -egyszer- szerepeljen.

Ez a minmimalis m a polinom foka, jelolése deg(f).
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(Egy masik lehetéség a feliras egyértelmiivé tételére, hogy minden
nulla egyiitthatdja tagot elhagyunk.)

A nulla polinom egyértelmii felirdsa az iires 6sszeg és fokat —oo-nek
definialjuk.

A konstans polinomok a legfeljebb nulladfokd polinomok.

A legfeljebb elséfoka polinomok a linearis polinomok.

Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjanak ugyanaz a k a foka,
akkor k-ad fokd homogén polinomnak nevezziik.

A definiciébél adédik, hogy az 6sszeadas és a szorzas tagonként
torténik: ha
_ § Y i
g = 8itinyein X1 Xp « oo Xy’
i1 +ip - +ip<m
egy masik polinom, akkor Osszegiik az
_ § L L Ny 2 i
f+ g8 = (f;l,lz,...ln + gll,lz,...:,,)Xl Xy e Xy
i1+ip+-+in<m

polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre
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hiy kay ook = Z fiv ineeesin &t j2seenijn -
i1+j1=k1,..c,intjn=kn
- f legfeljebb m-ed fokud, g legfeljebb /-ed foku, akkor h legfeljebb
m + [-edfoka.
Ha az R gy(r( nullosztémentes, akkor az R[xy, x2, ... x,] gydrd is
nullosztémentes és két polinom szorzatanak a foka a fokok Gsszege.

Ha R egységelemes 1 egységelemmel, akkor R[xy, ..., x,] is
egységelemes, benne az foo, . o =1 és egyébként f, ;, i =0
Osszefiiggéssel definialt polinom egységelem.

Y B in
firinin X{ X0+ o Xy

tag szokasos irasmoédja f;, ;, ;. = 1 esetén

x{1x£2 e x,';".
Szamitégépen vagy az m fokszdmot és az egyiitthatok fi, j, .,
i <m,haj=1,2,...,n témbjét taroljuk, vagy a nem nulla
egylitthatdkra az
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((f1y 2 vin)y fiyin,in)
parok egy lancolt listajat.

Multiindexek

Tobbhatarozatlani polinomok felirasa tomorebbé tehetd az alabbi
mdédon:

az N elemeit altalaban multiindexeknek fogjuk nevezni.
Multiindexek 6sszegét koordinatanként definialjuk.

Ha i = (i1, ioy... 1), akkor legyen il =i + i+ -+ i, és

x! :x{1x£2 coexin, _

Ezzel a jeldléssel az f polinom } . fix' véges Osszegként irhato.
(Tulajdonképpen f egy olyan N"-et R-be képezd fiiggvénnyel
azonosithatd, amely véges sok helyen vesz fel nem nulla értéket.)
Az fix' monom multifoka i, foka |il.

Ha f =35 .fix' és g = 3 . gix' polinomok, akkor dsszegiik a

> (i + gi)x' polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom,
amelyre h, = Zi,jeN",iﬂ':k figj, ha k € N".
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Formalis hatvanysorok

Ha R egy gyiird, akkor az R feletti n hatarozatlant formalis
hatvanysorok R[xi,x2,...,x,] gy(rijét

mint R[xy, x2, ..., xn_1][xs]-et definialjuk

(az n = 0 esetben legyen R[x1,x2,...,x,] = R),

elemeit Y ;. fix' alakban irjuk.

Tétel

Ha R egy Gauss-gyirid, n € N,
akkor R[x1,x2,...,Xn] is Gauss-gyiird.

Bizonyitas
Gauss tételének felhasznalasaval teljes indukciéval
kovetkezik, mivel

Rix1, X2« ..y Xn) = Rlx1y %2, oo oy Xp_1)[xnl.
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Megjegyzés

Ha n > 1, akkor RI[xy, x2,...x,] nem tehet§ euklideszi gydriivé,
még akkor sem, ha R test, mert 1 az x; és x» polinomok
legnagyobb kozds osztdja, de semilyen p1(xi, x2), p2(x1,x2)
polinomokkal nem all el6 x1p1(x1,x2) + xop2(x1, x2) alakban,
mert mindkét szorzat konstans tagja nulla.

Szimmetrikus polinomok

Legyen R egységelemes integritasi tartomany. Az

f € Rlx1, X2y ...,Xa) polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik,
ha a hatéarozatlanok tetszSleges permutacidjara ugyanaz marad,
azaz ha barmely o € S,-re

f(Xoyy Xony -« -y Xan) = F(X1y X2y« 2oy Xn).

Tekintsik az
f=(z—x)(z—x2) - (z—xpn) € RIxt,x2,...,Xpn, 2]

polinomot.
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Ezt 2" — 512" + 52" 2 — ... 4 (—1)"s, alakba irva,
S1ySDy.v+ySn AZ X1y X2y ..., Xp Valtozéknak nyilvan szimmetrikus

polinomjai,
Sk = Z Xiy Xy ** * Xiy
1<ii<ip<---<ix<n
alakba irhaték; ezek elemei elemi szimmetrikus polinomok.
Az s, egy k-ad fokd homogén polinom.
Mas szimmetrikus polinomok példaul a

n
o= xf k=0,1,...
i=1

hatvdnydsszegek.

Egy fix' € R[x1,xo,...,xn] nem nulla monom silyan az

it + 2ip 4+ 3i3 + - - - + ni, természetes szamot értjiik,

ez fligg a hatarozatlanok sorrendjétél is.

Az f # 0 polinom sdlyan a benne nem nulla egyiitthatéval felléps
f:x' monomok silyainak maximumat értjiik;

a nulla polinom sidlya —oo.
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Szimmetrikus polinomok alaptétele

Az R egységelemes integritasi tartomany feletti minden
f € Rlx1, X2y ..., Xn] szimmetrikus polinomhoz talalhaté olyan
egyértelmien meghatarozott F € R(y1,yo,...,ynl polinom, amelyre

f(x1y.eeyXn) = F(Sl(le---,Xn),---,Sn(Xl,---,Xn)),

ahol s1,S,...,5y @z X1, X0, ..., X hatarozatlanok elemi
szimmetrikus polinomjai. Ha f fokszama d, akkor F silya is d.

Bizonyitas

Az elGallitas létezését n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.
Ha n =1, az el@allitas nyilvan teljesiil.

Ha n — 1-re teljesiil az el6allitas, akkor n-re ugyanezt d szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk.

Ha f konstans polinom azaz d < 0, akkor ez trivialis.
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Tegyiik fel, hogy az el6allitas minden d-nél alacsonyabb fok
polinomra létezik.

Legyen f(xy,...,x,) foka d.

Ekkor van olyan F*(y1,...,yn—1) polinom,

amelynek sillya nem nagyobb mint d, és amelyre
f(le---aXn—I)O) = F*(Sfysék)---asrﬂ;fl))

ahol s{,s3,...,s5_; az x1,X2,...,Xp—1 hatarozatlanok elemi

szimmetrikus polinomjai.

Mivel definicié szerint

(z—x1) - (z—Xp1)=2" 1 —s{z" 2 4. 4 (=1)" 5" |,
az Osszefliggést z-vel szorozva

(z—x1) - (z=xp1)z=2"—s;z" 4. 4 (=1)" s 2z,

azaz az s} polinomok tgy allnak el6 a megfelels
sj € Rlx1,...,Xa] elemi szimmetrikus polinomokbdl,
hogy x, helyére nullat irunk.
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Megmutatjuk, hogy F*(s1,...,s,_1) foka x1,...,x,-ben legfeljebb
d.
Ugyanis F*(y1,...,yn1)-ben csak olyan F} ; yt---yrf

monomok |éphetnek fel, amelyekre iy +2ip + -+ + (n—1)i,—1 < d.

Az y; « s; helyettesités soran ez a monom az

* i1 i2 ... infl
iLyeryin_1°1 52 Sp—1

polinomba megy at, ami, figyelembe véve, hogy s; foka j, az
X1, ..., Xp hatarozatlanoknak legfeljebb d-ed fokd polinomja.

Tekintsiik most az
f*(Xla---axn) = f(Xla---)Xn) - F*(Sla---)sn—l)

legfeljebb d-ed foka polinomot.

Ez az x,..., x, hatarozatlanok szimmetrikus polinomja, mert a
kiilonbség elsé tagja szimmetrikus polinom, a masodik tagja pedig
szimmetrikus polinomok polinomja, igy szintén szimmetrikus
polinom.
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Fennall tovabba, hogy f*(x1,...,x,.1,0) =0, igy x, osztéja
f*(x1,...,xn)-nek, azaz f*-nak nincsenek olyan tagjai, amelyekben
xn a nulladik hatvanyon szerepel.

Az f* szimmetrikussdga miatt tetszéleges j-re

*(xty+ vy Xj—1, 0y Xj41, . ..y Xn) = 0 is fennall.

Innen az kovetkezik, hogy f* minden tagjaban

x; legalabb az els6 hatvanyon szerepel.

Tehat s, = x1 - - - x, osztéja az f* polinomnak:
f*(Xla cee aXn) = Snf**(xly ce )Xn))

ahol ** szimmetrikus polinom és foka legfeljebb d — n < d.

Indukcids feltevésiink szerint van olyan legfeljebb d — n salya
F*(y1,...,yn) polinom, amelyre

f**(Xl,...,Xn) = F**(sl,...,s,,).

tehat
f*(XI)---axn) = SnF**(XI)---)Xn))

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Innen
f(xtyeooyxn) = F*(s1y...,8n) +5nF*™(51,...,5n),

és a jobb oldalon all6 mindkét tag, tehat dsszegiik is,
legfeljebb d salya xi, ..., xp,-ben. Igy

F(xty...yXn) = F*(s1y...y8n) + SpF™ (s1y...,5n)
valaszthatd.

Indukciéval megmutatjuk, hogy az elemi szimmetrikus polinomok
algebrailag fiiggetlenek R felett,

ami azt jelenti, hogy tetszéleges F(y1,...,yn) nem nulla polinomra
F(st,...,51) € R[x1,...,Xs) nem nulla polinom.

Ha két elgallitas kiilonbségére alkalmazzuk,

akkor ebbdl azonnal kovetkezik a tételben szerepl§ elGallitas
egyértelmiisége.

Ha si,...,s, nem lennének algebrailag fliggetlenek,
akkor létezne egy minimalis fokszam( F(y1, y2,...,¥n) polinom,
amelyre
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F(siy...,sn) =0.
Tekinsiik F-et mind Rly1,...,yn—1llyn] elemét, legyen
F(yty--+yyn) = Folyry- -y ¥n-1) + Filyry ooy Yn1)ynt
st Fd(}/l)---)ynfl)yr(rj'
Itt Fo # 0, mert egyébként y, osztéja lenne F-nek, mondjuk
F(yiy---y¥n) = ynGy1, -, ¥n)
kdvetkezne, amibél viszont
F(siy...y80) = 5aG(S1y...,5n)
és igy G(s1,...,5,) =0 kovetkezne.

Mivel G(yi,...yn) foka kisebb F(y1,...y,) fokanal,
ez ellentmond F minimalitasanak.

Az y; « sj helyettesités utan
F(sla--wsn) = F0(51>---a5n71) +F1(51,...,S,,,1)Sn+---

+Fd(51, .. .,sn,l)s,‘,j.
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Tekintsiik ezt, mint xg,...,x, polinomjat, és vegyiik az x, =0
helyen.

Mivel ekkor s, = 0, azt kapjuk, hogy
0=Fols{)---ySp-1)-

Mivel Fo # 0 nem trivialis dsszefiiggést talaltunk xi, xo, ..., Xp—1
elemi szimmetrikus polinomjai, azaz s;,...,s;_; kozott, ami
ellentmond indukciés feltevésiinknek.

Newton képletei

Ha az R egyységelemes integritasi tartomany felett az xi, X, ..., Xn
hatarozatlanok elemi szimmetrikus polinomjai s1, $,...,5, és 0},
i=1,2,... a megfelels hatvanybsszegek, akkor fennallnak a

op—s =0,
02 —s101+2s0 =0,

Op—1—510p—2+ -
Jr(*]-)n_25n720-1 + (*1)n_1(” - 1)5n71 = Oa
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Okt+n — S10k4p—1 + -+ (_1)n5n0k =0 (k =0,1,... )
egyenletek.
Bizonyitas
Tekintsiik az
flz) =(z—x)(z2—x) = 2"+ az" 4o+ 2y,
ak = (—1) sk

polinomot. Mivel f(x;) =0 (i =1,2,...,n),

> xff(x) =0, ha k>0.
i=1

Ez azt jelenti, hogy

n
Z (Xl_k-‘rn 4 alxl_k-‘rn—l + .4 anxik) —
i=1

= Ok4n+ 310kqp-1 + -+ an0x =0,

tehat a tételben az utolsé egyenletek (k =0,1,2...) fennallnak.
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Legyen hi(z) = ]_[j#,-(z — xj). Ekkor
f(z) = (z —xi)hi(z).
Masrész, felhasznalva hogy

Z—x =(z—x) (zj_1 +27 G+ ZX,j_2 +X,j_1> )

1
és hogy f(x;) =0, ha ag a gylirli egységeleme, azt kapjuk hogy
f(z) =f(z) — f(x)

= (an — an) + an- 1(Z—Xi) "'+ao(2"—X;")
n—1 n—k ]
(z — x; Zak x,!z"_k_j_l.
Jj=0

Innen h;(z) a jobb oldalon z — x; utani részre.
Ezt, valamint a szorzat differencialasi szabalyabol ad6do
f'(z) = Y 7, hi(z) dsszefiiggést felhasznalva
n n n—1 n—k—1 )
= Z hi(z) = Z Z ak Z X{-Znikiji:l
i=1 i=1 k=0  j=0
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akxfznfkfjfl

2

n—1 n—k—1 n
=0

k=0 i=1
n—1 n
_ n—t—1 j
Ty a3
t=0 Jtk=t i=1
n—1
= Z EPY an,fl,
t=0 \ k+j=t
ahol 0p = nag.
. L , / _ n—1 —t—1 - e
Mivel masrészt f'(z) = ) | —g(n—t)a;z" , az egyitthaték

dsszehasonlitasaval

(n—t)a; = Z axoj, Ii=1,...,n—1
k+j=t

Ez a tételben szerepl§ elsé n — 1 egyenlet.
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Koédolas

Kommunikacioé és kédolas

A kommunikécié soran informaciét hordoz6 adatokat visziink at egy
csatornan keresztiil az informéciéforrastdl, az adétél az informacié
cimzettjéhez, a vevéhéz.

Az informacié atvitele térben torténik.

Valéjaban minden informéacidatvitel térben és idében torténik,
és egyes esetekben az egyik, mig mas esetekben a masik dimenzié
dominéns.

Ha telefonalunk, akkor a tavolsag a fontosabb,

ugyanakkor az informacié adathordozékra valé rogzitése és egy
késobbi id6pontban val6 visszaolvasisa esetén a helyvaltozas
kevésbé fontos.
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A tovabbiakban altaldban Ggy beszéliink az adatatvitelrél, mintha
az térben térténne, de ebbe mindig beleértjiik az id6beliséget is.
A modellel kapcsolatban felmeriil néhany kérdés:

(1) mi az informacié és hogyan mérhet§ az informacié;

(2) hogyan torténik az informacié atvitele;

(3) milyen kapcsolat van az elkiildott és a vett adat kdzott.

Informéacié, bit, entrépia

Az informaciérél mindenkinek van valamilyen intuitiv fogalma.

A nagyszamu definicié koziil itt azt emlitjik meg, amely szerint az
informacid 0] ismeret.
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Az informaciét Shannon nyoman az altala megsziintetett
bizonytalansaggal mérjiik.

Gyakorisag, relativ gyakorisag, eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy informaciéforras nagy szamu, dsszesen n
lizenetet bocsat ki.

Az 6sszes ténylegesen el6fordulé kiilonbozs lizenet legyen

a1, az,...am (meNT).

Ha az a; lizenet kj-szer fordul el6, akkor azt mondjuk, hogy
gyakorisiga k;, relativ gyakorisaga pedig p; = ki/n > 0.

A p1,p2,...Pm Szam-m-est az lizenetek eloszldsdnak nevezziik.
Nyilvan 3 pj = 1.

Uzenet informaciétartalma

Az a; iizenet egyedi informacidtartalmanak célszerii definiciéja
li = —log, pi, ahol r egy 1-nél nagyobb valés szam.

A logaritmus alapja az informacié egységét hatarozza meg.
Amennyiben az alap 2, akkor az informacié egysége a bit, és
ilyenkor log, pi helyett egyszeriien log p;-t irunk.
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Tobbnyire nem az egyes lizenetek egyedi informaciétartalma,
hanem az iizenetforras altal kibocsatott lizenetek

Entrépia

He(p1...pm) =—) i~y pilog, pi atlagos informacic tartalma
érdekes, ez a forrds entropidja,

amely csak az iizenetek eloszlasatél fiigg, de tartalmuktdl nem.
Altalanosabban, egy m tagt eloszlas egy pozitiv valés szamokbdl
allé p1, pa, ... pm sorozat, amekyre > 7, pi = 1.

Az eloszlas entropigjat a

m
H(py...pm) =— ) _pilog, p;
i=1

osszefiiggéssel értelmezziik.

A fogalom nem csak a kédolasnal hasznos, hanem példaul binaris
kereséseknél is.

(Van Osszefiiggés a fizikai értelemben vett entrépiaval is.)
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N
|

Segédtétel

Legyen p1,...pm €egy eloszlis. Egy | C R intervallumon szigorian
konvex f : | — R fiiggvényre az

f<Zpiqi)§Z (gi), ha qi...qmel

Jensen-egyenlétlenség teljesiil és egyenloség pontosan akkor all
fenn, ha g1 = g = -+ - = gm.

Bizonyitas
Ha m =1, akkor nincs mit bizonyitani.
Az m = 2 esetben az allitas a szigord konvexitas definicidja.
Indukcioval, legyen p =37, pi.
Ekkor p + pmy1 =1 és igy
m+1

Zpif(QI = Z% qi) + pmi1f(Gmi1)
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> pf <Z PiCIi/P> + pmi1f(Gmi1)

i=1

m+1
> f (Z PiQi> )
i=1

valamint az egyenlGségek pontosan akkor teljesiilnek, ha
G =G2=""=(m € qm+1 = 3 [ Piqi/P = qm.

Tétel
Barmilyen eloszlashoz tartozo entropiara

Hr(pla p2y... pm) < |og, m,

és egyenl6ség pontosan akkor teljesiil,
hapr=p=-=pm=1/m.

Az m elemii eloszlas atlagos informaciétartalmanak maximuma
tehat log m bit.

4
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Mivel — log, szigorian konvex fiiggvény,

m m
—H,(p1-..pm) = ) _pilog, pi=—)_pilog,(1/pi)
i=1 i=1

m
> —log, (Z Pi/Pi) = —log, m.
i=1

Kédolas

A kovetkezs két kérdést egyiitt targyaljuk. Ahhoz, hogy az adatot
tovabbitani tudjuk, el6szor is olyan alakra kell hozni, hogy képesek
legyiink a céljainknak megfelelGen kezelni.

A kddolas a legaltalanosabb értelemben az iizenetek halmazanak
egy masik halmazba valé leképezését jelenti.

Ha a leképezés injektiv, akkor azt mondjuk, hogy a kédolas
felbonthaté vagy egyértelmiien dekédolhatd,

egyébként veszteséges, mert informacidvesztéssel jar.
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Gyakran az iizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibdl alkotott
sorozattal adjuk meg.

Ez az eljaras is egy kédolas, ilyen példaul az irés.

Kédolas tehat a kinai irds, a japan irds az éegyiptomi iras és
hasonléan kédolas a latin betdis iras is.

Minden esetben arrél van szé, hogy egy kédolandé iizenetet
meghatarozott médon felbontunk egymashoz csatlakozo, elére
rogzitett olyan elemi részekre

- nem teljesen pontosan fogalmazva rendre "szavakra",
"szétagokra", "fogalmakra", "hangokra" -,

hogy minden iizenet elGalljon ilyen elemi részek egymas utéan
flizésével, de egyetlen lizenetet se lehessen kétféleképpen felbontani
ezekre az elemi résszekre, "bet(ikre".
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Az ilyen részeknek megadjuk a kédjat és a teljes lizenetet Ggy
kédoljuk, hogy az elobbi részek kédjat egymas utan irjuk.

A kddolashoz tehat megadjuk az elemi részek kédjat, amelyet egy
sz6tar tartalmaz és ezek segitségével kédoljuk az lizeneteket.

Az ilyen kédolast betiinkénti kédolasnak nevezziik
(leteznek mas kédok is).

A betiiket gyakran szamokka kédoljuk: jelenleg elterjedt az
agynevezett ASCII-kéd, amellyel 128 kiilonbdz6 jel kédolhatd,
illetve ennek a kédnak a kiterjesztései, amelyekkel 256 vagy 65536
jelet lehet kédolni.

Néha szamokat akarunk betiikké kédolni (példaul ASCII fajlként
kiildhessiik el):

egy mdédszer, hogy a 32....63 szamokat valtozatlanul hagyjuk, a
0...31 szamokhoz pedig hozzaadunk 64-et, majd az ASClI-kéd
szerinti betiit tekintjiik.
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A valésagban az egyes iizenetek kiilonbdz6 gyakorisaggal fordulnak
eld.

Ez a felismerés vezetett ahhoz a gondolathoz, hogy célszerii a
gyakrabban el6fordulé lizeneteket révidebb kéddal megadni.

Egy ilyen kédolas témdritést végez, amelynek soran csokkentjiik az
eredeti jelsorozatban meglévs redundanciat.

A redundancia, vagy mas néven a terjeng8sség azt jelenti, hogy a
mondandénkat lényegesen hosszabban fejezziik ki, mint amennyire
az sziikséges lenne.

Pélaul a nyilvanossag sz6 12 betiibdl all, holott legfeljebb 6t betii
(26° —1)/25 = 12,356, 631 lehetSséget biztosit, igy az dsszes
magyar sz6 kédolasara elég lenne.

Példaul a szét mar a nylvnssg massalhangzokbdl is kitalalhatjuk.
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Els6ként emlitett kédolast nevezziik izenetkddolasnak, mig a
masodikat gazdasigos kédolasnak.

A két |épést egylittesen forraskddoldsnak nevezik.

A csatornan athaladé jel torzulast szenved, igy a vétel helyére nem
pontosan az a jelsorozat érkezik, mint amit a csatorna bemenetére
betaplaltak.

Amennyiben barmilyen jelsorozat egy lehetséges iizenet, akkor a
médosulast nem vessziik észre,

a vétel helyén semilyen médon nem tudjuk elddnteni egy vett
jelsorozatrél, hogy az megegyezik-e az eredetileg elkiildott
Uzenettel,

vagy egy masik lizenet valtozott meg és igy kaptuk a vett
jelsorozatot.

A biztonsagosabb atvitel érdekében Ggynevezett hibakorldtozé
kédolast végziink a csatorna bementetén.

Ezzel a kddolassal szandékosan visziink redundanciat a kédolt
lizenetbe.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Gondoljuk meg, hogy az él6 nyelvek redundancidjanak kdszonhetSen
zajban is megeértjiik, amit egy el6adé mond, jéllehet az altalunk
hallott hang nem azonos azzal, ami eredetileg elhangzott.

A megfelels hibakorlatozoé kéd kivalasztasa fiigg a csatornatdl is,
ezért ezt a kédolast csatornakédoldsnak nevezik.

Végezetiil a kodolt lizenetet ténylegesen, fizikailag is at kell vinni a
csatornan.

Az atvitelhez olyan alakra kell transzformalni az lizenetet, amely
forma fizikailag alkalmas a nagy tavolsagra torténd tovabbitasra.

llyen pédaul, ha leirjuk az lizenetet és levél formajaban kiildjiik el,
vagy ha elektromos jellé alakitjuk at és példaul telefonvonalon
keresztiil tovabbitjuk.

Ezt a berendezést most -kissé pontatlanul -modemnek fogjuk
nevezni.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Bar a kozvetlen témahoz nem szorosan kapcsolédik, am
mindenképpen a kommunikaciéval kapcsolatos a titkossag és a
hitelesség kérdése,

vagyis az adatatvitel soran, amennyiben sziikséges gondoskodni kell
az lizenet titkositasardl és hitelességérdl is.

Az utébbit példaul digitalis alairassal lehet megvaldsitani.

A titkositast és hitelesitést a tomorités utan kell végezni, mert
titkositott lizenet mar nem tomorithetd.
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Forraskddolas
Betiinkénti kddolas

Mint mar emlitettiik a betiinkénti kddolas soran az eredeti lizenetet
meghatarozott médon egymashoz atfedés nélkiil csatlakozé részekre
bontjuk,

egy-egy ilyen részt egy szétar alapjan kédolunk és az igy kapott
kédokat az eredeti sorrendnek megfeleléen egymashoz lancoljuk.
(Feltessziik, hogy az lizenet véges és a végét érzékeljiik.)

Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a szétar alapjan
kédolandé elemi iizenetek egy A abc (a kédolandé abc) betiii és
egy-egy ilyen betii kédja egy masik (az elébbitsl nem feltétleniil
kiildnb6z8) B abc, a kédolé abc vagy kédabc betiiivel felirt sz6,
vagyis ezen abcbdl vett betiik véges hossziisagi sorozata a sorozat
elemeit egyszeriien egymas mellé irva.

A tovabbiakban mindkét abcrél feltessziik, hogy nem lires és véges.
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Ha a B abc egyelemdi, kételemii, haromelemii stb., akkor rendre
undris, binaris, ternaris, stb., kédrél beszélink.

Az A abc betiiivel felirhat6 6sszes (legalabb egy betiit tartalmazo)
sz6 halmazat AT,

mig az egyetlen bet(it sem tartalmazé (ires széval (jele: () vagy A)
kib8vitett halmazt A* jeloli.

Az el@bbiek alapjan a betiinkénti kédolast egy

@ : A — B* leképezés hatarozza meg, amelyet természetes médon
terjesztiink ki egy 1\ : A* — B* leképezéssé:

ha ai,ap,...a, = x € A* (tehat n € N, és a; € A,

ha 1 </ < n), akkor « kédja P(at) = @(a1)@(az)...@(an);
rng(\) elemei a kédszavak.

Nyilvan, ha ¢ nem injektiv, vagy az lires sz6 benne van az
értékkészletében,

akkor a kapott 1 kédolas nem injektiv, azaz nem felbonthatd, ezért
betiinkénti kédolasnal mindig fel fogjuk tenni, hogy @ injektiv és
B*"-ba képez.
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Példa
Tipikus példa betiinkénti kédolasra a Morse-kdd.

Itt az angol abc (csak nagybetiikkel) a kédoland6 abc, mig a
kédol6 abc két betiit tartalmaz, a pontot és a vonast (hang esetén
"ti" és IItéll)

és példaul az sms sz6 kédja "...- -...".

Az igy ad6dé kédokat nem tudnank dekédolni, mert nem injektiv a
megfeleltetés.

Példaul a vb szé kédja megegyezik az elébbi kéddal.

A val6sagban természetesen az egyes jelek, tovabba az egyes betiik
adasa kozott meghatarozott sziinetet tartanak, és

igy mar a kédolas egyértelmii lesz:

konkrétan egy vonas haromszor olyan hosszl, mint egy pont,

és minden jel utan egy egységnyi sziinet kdvetkezik,

majd a beti kédja végén még tovabbi két egységnyi sziinet van
(egy pont atviteléhez sziikséges id6t tekintve egységnek).

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ha egy egységnyi hosszlisagl jelet egy 1l-es, és egy egységnyi
hosszisagl sziinetet egy 0 jeldl,

akkor pédaul a B kédja, amely az eredeti ponttal és vonassal
megadott rendszerben "-...",

most 111010101000 lesz.

Ezzel a kiegészitéssel mar egyértelmiien dekddolhaté a vett iizenet,
hiszen minden bet(i kédja harom nulldra végz&dik, és nincs olyan
betii, amelynél a kédszé belsejében, vagy az elején lenne harom
nulla.

Ennél a kédnal a harom nullanak énmagaban is van jelentése, ez a
sz6kodz kédja, vagyis ez valasztja el egymastdl az egymas utan
kdvetkez6 szavak kédjat (igy egy sz6 kédjanak a végén hat darab
nulla all).

Ekkor sms kédja 10101000111011100010101000000

mig vb kédja 101010111000111010101000000

igy a két kdéd j6l megkiilonboztethetd és a kédolas egyértelmiien
megfejthetd.
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Prefix, szuffix, infix

Legyen «, 3 ésy az A abcvel felirt harom sz6.

Ekkor o prefixe (vagy eldtagja) és

v szuffixe (vagy utétagja) az vy szénak,

[ pedig infixe (vagy belsé tagja) o y-nak.

Szavak egy halmaza prefixmentes halmaz,

ha nincs benne két olyan kiilonb6z6 sz6, hogy egyik a masik prefixe.

Ha o egy sz6, akkor az iires sz6 és o mind prefixe, mind szuffixe,
mind infixe «-nak.

Ezek az « trividlis prefixei, trividlis szuffixei és trividlis infixei.

A prefix, szuffix, illetve infix valédi prefix, valddi szuffix, ill.
valédi infix, ha nem egyezik meg o-val.
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Kédfa

A betlinkénti kédolas szemléletesen és egyértelmiien adhaté meg
egy iranyitott fa segitségével.

@ : A — BT egy betiinkénti kédolas.

Tetsz6leges széhalmaz, igy a ¢ értékkészletében levé kédszavak
Osszes prefixeinek halmaza is részbenrendezett a "prefixe" relaciéra.
Készitsiik el ennek a reladciénak a Hasse-diagrammjat.

Nyilvan egy iranyitott fat kapunk, amelynek gyokere az lires sz6, és
minden sz6 a hosszanak megfelel§ szinten van.

A fa éleit szinezziik gy B elemeivel, hogy ha = ab valamely
b € B-re, akkor az «-bél -ba vezet él szine legyen b.

Nyilvan barmely cslcs esetén a cstcsbél kivezets élek mind
kiilonb6z6 szinliek.

A kodfa valamely cstcsat, amely nem levél, teljes csicsnak, illetve
csonka csticsnak nevezziik, attdl fiigg6en, hogy tartozik-e minden
szinhez a cstcsbdl kiinduld, az adott szinnel szinezett él.
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A kédfa csicsait is kiszinezhetjitk: az a € A kédjanak megfeleld
csics szine legyen a, azon csicsok szine, amelyek nincsenek @
értékkészletében, legyen "iires".

A levél szine nem lehet "iires".

Az el6bbi konstrukciét meg is fordithatjuk.

Tekintsiink egy véges élszinezett iranyitott fat,

ahol a szinek halmaza B és az egy csicsbdl kiindulé élek mind
kiilonb6z6 sziniiek az A véges abc-nek a fa csiicsaira val6
kolcsdnosen egyértlemiileképezéssel egyiitt, amelynél minden levél
fellép képként.

Az a € A betii kédja legyen az a sz6, amelyet agy kapunk, hogy a
gyokértsl az a-nak megfelel§ csicsig haladé iranyitott aton
Osszeolvassuk az élek szineit.
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Prefix kéd, egyenletes kod és vesszds kéd

Tegyiik fel, hogy a @ : A — B™ injektiv leképezés rng(o)
értékkészlete BT prefixmentes részhalmaza.

Ekkor a ¢ &ltal meghatarozott \ : A* — B* betiinkénti kédolas
nyilvan kénnyen dekédolhatg,

mert ha egymas utan érkeznek a kédabc betiii, és nézziik az addig
beérkezett szimbdlumokbdl 6sszealls szot,

akkor amint ez kiadja a kédolandé abc valamely betiijének kédjat,
azonnal dekédolhatd is,

hiszen a folytatasaval kapott jelsorozat mar egyetlen betiinek sem
lehet a kédja.

Ezen dekddolasi médszer miatt szokas az ilyen kédot prefix kédnak
nevezni.

(A prefixmentes kod elnevezés is hasznalatos, mivel a dekédolas
rg(@) prefixmentességén malik.)

Prefix kéd nyilvan felbonthaté.
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Egy betiinkénti kéd egyenletes kéd vagy fix hosszisagi kéd, ha a
betiik kédjainak hossza azonos.

Mivel egy ilyen kéd nyilvan prefix, ezért felbonthaté, igy mindig van
felbonthaté kod.

Egy betiinkénti kéd vesszds kod,

ha van olyan 1 szé, a vessz8, hogy 1 minden kédszénak szuffixe,
de egyetlen kéd sem all el6 anf3 alakban nem iires 3 széval.

Egy vessz6s kéd prefix kéd, mert a vessz6 egyértelmiien jelzi a
beérkezett jelsorozatban egy-egy kédszé végét

és ha ezt folytatjuk, akkor mar biztosan nem kapunk kédszét,
hiszen ebben a meghosszabbitott sorozatban a vesszé infixe lenne.

Ha egy betiinkénti kédban nincs vessz8, akkor a kéd vesszémentes.

A Morse-kédnal lattuk, hogy az eredeti, csak ponttal és vonassal
megadott betiinkénti kéd nem felbonthatd,

mig az 1-gyel és 0-val valé atiras utan kapott szabaly szerinti kéd
vesszGs, ahol a 000 jelsorozat a vesszd.
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Egy betiinkénti kéd ponntosan akkor prefix kéd, ha a kédfajanak
csak a levelei kédszavak.

Peéldak

A fenti jelolésekkel legyen A ={a, b,c}, B ={0,1}, és { a @-bél
képezett leképezés.

(1) Legyen @(a) =00, @(b) =1 és @(c) =01.

A kédszavak halmaza prefixmentes, igy ez egy prefix kéd, tehat
egyértelmiien dekédolhatd.

(2) Legyen @(a) =10, @(b) =11 és @(c) =01.

Ez egynletes kéd, igy egyben prefix kod.

(3) Legyen @(a) = 0010, @(b) =10 és ¢(c) = 010.

Ennél a kédnal minden kédszé 10-ra végzdédik,

vagyis 10 mindegyiknek szuffixe, de az 10 egyetlen kédszénak sem
valédi prefixe és nem is valédi infixe.

Ez a kod tehat vessz6s kéd, igy prefix kod.
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(4) Legyen @(a) =10, @(b) =1 és @(c) =01.

Ekkor P (ab) = @(a)e(b) =101 = @(b)@(c) =P(bc), tehat ez a
kéd nem dekédolhaté: bar ¢ injektiv, { nem.

(5) Legyen @(a) =10, @(b) =1 és @(c) = 00.

Ez a kod egyértelmiien megfejthets, tehat 1 injektiv.

Tegyiik ugyanis fel, hogy valameddig mar dekédoltuk a beérkezett
kédolt lizenetet és most érkezik egy Gjabb jel.

Ha ez a jel 0, akkor utana csak egy 0 kdvetkezhet és ez a 00 csupan
a ¢ kédja lehet.

Ha viszont ez a jel 1, akkor ezt még nem tudjuk dekddolni.

Amennyiben ez utan az 1 utan ismét 1 kdvetkezik, akkor mar
tudjuk,

hogy az els6 1 egy b kédja, de a masodik 1-et még nem tudjuk
dekédolni.

Mindaddig, amig csak 1-ek kdvetik egymast,

az utolsoként beérkezé 1 kivételével valamennyit

egyértelmiien dekddoljuk b-ként.
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Abban az esetben, ha az 1 utan vége van az adasnak,

akkor ezt az utolséként maradt 1-et szintén egyértelmiien b-ként
dekddoljuk.

Ha viszont az 1 utan 0 kovetkezik,

akkor mindaddig, amig vagy egy 1 nem érkezik, vagy vége nincs az
adasnak, nem tudunk dekddolni.

Amikor viszont vagy egy 1 érkezik, vagy vége van az adasnak,
akkor hatulrdl visszafelé végrehajthat6 a dekédolas:

minden két-két 0-t c-nek dekddolunk és

a végén vagy egy egyediil all6 1 marad, ami a b kédja, vagy 10 lesz
a maradék, ami viszont az a kédja.

Konnyen ellendrizhets, hogy masként az elébbi jelsorozat nem
dekédolhatd.

Ez tehat egy felbonthat6, de nem prefix kéd.
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Tétel-McMillian-egyenl6tlenség

Legyen A ={ai1,...a,} és B két abc, B elemeinek szama r > 2 és
@ : A — B" injektiv leképezés.

Ha a @ altal meghatarozott betiinkénti kédolas felbonthatd, akkor
li = |o(a;)| jeloléssel

n

Zrilf <1.

j=1

Forditva, ha I, ... I, olyan pozitiv egész szamok, hogy

n
> s,
j=1

akkor van az A-nak a B elemeivel valé olyan felbonthaté, sét prefix
kédolasa, hogy az a; betii kédjanak hossza ;.

A
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A fenti tételben szerepl6 egyenlStlenség a McMillian-egyenlétlenség,
amely |ényegében véve azt fejezi ki, hogy

egy felbonthaté betiinkénti kédban az atlagos széhossziisag nem
lehet talsdgosan kicsi

(mert ha a széhosszasag kicsi, akkor r megfelels negativ kitevés
hatvanya nagy, viszont az Gsszeg értéke nem haladhatja meg az
1-et).

A tétel masodik része azt mutatja, hogy

egy felbonthatd, de nem prefix kédnak nincs nagy jelent8sége,
hiszen ugyanolyan hosszakkal készithets prefix kéd is, amely
"online" dekddolast tesz lehetdvé.

A masodik rész bizonyitasa konstruktiv: algoritmust ad a kéd
megkonstrualasara.
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Bizonyitas

Tekintsiik a @ : A — B™ injektiv leképezés 4ltal meghatarozott
felbonthat6 kédot.

Jeloljiik C-vel rng(@) C B*-t és legyen M = Zj’-'zl r~li a tetelbeli
osszeg.

Indukciéval i-re megmutatjuk, hogy > i r rlod = M,

Ha o € C'*! = C' x C, akkor o« megadhaté o = o3 &ty alakban,
ahol oy € Clés oy € C

és ha a kéd felbonthatd, akkor ez a felbontas egyértelmii és

Y oYY sl

xeCit+l a1 €CI xpeC

Z Z — (ot [+oc2])

ocleC' xeC

— § § ploal ol

x1ECI oaeC

>
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Bizonyitas folytatasa

_ E ploal E ol

x1€CH a2eC
— MM — pgitl
— MiM = M,

ahol az els6 egyenl6ségnél hasznaltuk ki, hogy a kéd felbonthaté.
Ezt az 6sszeget masképp is ki tudjuk szamitani, ha az Gsszegben
szerepl6 tagokat a kitevékben szereplé hosszak novekvs sorrendben
irjuk és az azonos kitevSkhodz tartozd tagokat Gsszevonjuk.

Legyen W,E') a C'-beli k hosszlisagii szavak szama és L a C-beli
szavak hosszanak maximuma.

Ekkor a C'-beli szavak hosszanak maximuma iL, és

iL

M = Z —led — Z W < Z rkrk =L,

xeCi k=1

mert r szimbSlummal maximum rk kiilonb6z6 k hosszisagu sz6

i
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Bizonyitas folytatasa

irhaté fel.

A fentiek szerint minden pozitiv egész i-re M’ < iL, vagyis
Mi/i<L.

Ha M > 1 lenne, akkor M/i — oo miatt, vagy kézvetleniil az i > 2
esetén érvényes

M 1+ (M=1) 1g [ :

I I

J=0

1/ ) (M —1)?
>3 (5 )12 = -

egyenlStlenségbdl az arkhimédészi rendezettlenség miatt
ellentmondast kapnank.

A tétel masodik allitasanak bizonyitasadhoz feltehetjiik, hogy
h<h<-.-<I,éslegyen 1 < k < n-re ¢, = Zj’-:ll r .
Ez a sorozat szigorGian monoton ng, az elsé eleme 0 és

>
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Bizonyitas folytatasa

a ) [, r % <1 feltétel alapjan az utols6 is, igy minden tagja
kisebb 1-nél.

lgy minden k-ra rlkc, = Zjl-;_ll r’=li < rlk &s a bal oldalon egy nem
negativ egész szam all,

hiszen a hosszak rendezése kovetkeztében az Gsszeg tagjainak
kitevéje nem negativ egész szam,

rlkc, felirhaté az r alapt szamrendszerben pontosan I hosszon
(a feliras kezd6dhet nullaval is).

Ez lesz az a, kddja, a szdmjegyeket kicserélve B betdiire.
(Masként az 1-nél kisebb ¢, nem negativ valés szam r-alapi
szamrendszerben pontosan felirhaté tortrészében Iy jeggyel

és ezek a jegyek az a, kédjat adjak. )

Amennyiben 1 < i < k < n, akkor

k—1 i—1 k—1
k(e — ) E rlk E rle=li = rle=li > rle=li
Jj=1 Jj=1 J=i
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Bizonyitas folytatasa

ezért a megfelel6 kédok elsé /; szamjegye koziil legalabb egy
kiilonb6z6, tehat a megadott kéd prefix kéd.

Atlagos sz6hossziisag, optimalis kéd

Atlagos sz6hossziisag

Legyen A ={ai,...a,} a kédolandé abc, pi,...p, a betik
eloszlasa,

@ : A— BT egy betiinkénti kédolés /; az a; kédjanak hossza.
Ekkor / =Y " pil; a kéd 4tlagos széhossziisaga.

Optimalis kéd

Ha adott elemszami abc-vel és eloszlassal egy felbonthaté
betiinkénti kéd atlagos széhossziisaga minimalis,

akkor optimalis kédnak nevezziik.

Van-e optimalis kéd, mivel valés szamok egy részhalmazaban nem
feltétleniil van minimalis elem.
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Valasszunk azonban egy tetszéleges felbonthaté kédot és legyen
ennek atlagos széhossziisaga /.

Mivel pjl; > I esetén a kéd nem lehet optimalis,

elég azon kédokat tekinteniink, amelyekre [; < I/pj, hai=1,...n.
llyen kéd csak véges sok van, igy van koztitk minimalis atlagos
hosszlsagu.

Mint az el6z6 tételbél tudjuk, ez valaszthatd prefix kédnak is.
Algoritmust fogunk adni az optimalis kéd megkonstrualasara.

Shannon tétele zajmentes csatornara

Az el6z6 definicié jelbléseivel legyen B elemeinek szama r.
Ha a betiinkénti kodolas felbonthats,
akkor H,(p1,...pn) < I, ahol H, az eloszlis entrépidja.

Bizonyitas

A McMillian-egyenlGtlenséget, — log, szigori konvexitasat és a
segédtételt hasznalva,
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Bizonyitas folytatasa

I — H,(p1,. Zp,/+Zpl log, pi

n n 1
——) pilog,r=) pjlog, —
i=1 i=1 Pi
n r_l’. n
3 pilog, 2 —log, 3
i pi =

> —log, 1 =0.

Tétel: Shannon-kéd létezése

Az el6z6 tétel jeloléseivel, n > 1 esetén van olyan prefix kod,
amelyre | < H,(p1,...pn) + 1.

Az korabbi tétellel egyiitt ez azt jelenti, hogy van olyan kéd,
amelynek atlagos széhossza kevesebb mint 1-el haladja meg



az elméleti alsé hatart.
A bizonyitas konstruktiv, algoritmust is ad a korabbi tételek
segitségével egyiitt a kod meghatarozasara.

Bizonyitas

Valasszunk olyan /i, .../, természetes szamokat, amelyekre

rli <pi<r it hai=1,...n.

Ekkor S 7 ri<y? pi=1,

igy a korabbi tétel alapjan van prefix kéd az adott /; hosszakkal.
Mivel [; < 1 —log, pj, erre

n n
= Z pili < ZPi(l —log, pi) = 1+ Hy(p1,...pn).
] =y

| \

Tétel: optimalis kéd konstrukcidja

Az el6z6 tétel jeloléseivel legyen n > 1.
Tekintsiink egy optimalis prefix kédot és a kodfajat és legyen a
kodszavak hosszanak maximuma L.
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Tétel folytatasa

Ekkor (1) ha pi > p;j, akkor [; < I;;

(2) a kodfaban csak az L — 1-edik szinten lehet csonka csiics

és még a csonka csticsokbdl is legalabb két él indul ki.

Tovabba

(3) van olyan optimalis prefix kéd, amelynek kédfajaban legteljebb
egy csonka csics van;

(4) egy optimalis prefix kéd kodfdjaban pontosan akkor nincs
csonka csiics,

ha r=nmod (r—1), azaz

r=2+((n—2) mod (r—1)),

ha pedig egy csonka csiics van, akkor annak m kifokara
m = n mod (r — 1), azaz

m=2+ ((n—2) mod (r —1));

>
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Tétel folytatasa

(5) ha n < r, akkor egybetiis kédszavakat vélasztva optimalis prefix
kédot kapunk;

(6) legyen B1,...P, az r-elemii kédabc-vel megadott,

a pi,...pn eloszlashoz tartozé optimalis prefix kéd,

amelynek a kédfajaban nincs csonka csiics.

Ha2 < m<résvalamelyl < k < n-re a ppi1,...Pnrm POZitiv
valds szamokra Y | pn+i = pk tovdbba

max{pni1y--- Pntm} < min{p1,...pn}

akkor
B1y---Bk—1sBks1y--+yBnyBibiy-..Brbm,

ahol by, ... by a B kiilbnbézé elemei, a

P1y .« Pk—15 Pk+1y -+ PnyPntly. .. Pntm

"finomitott" eloszlashoz tartozé optimalis prefix kéd.

>
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Bizonyitas
Ha (1) nem teljesiilne, akkor

0 < (pi — pj)i = ) = (pili + pjlj) — (pilj + pjli),

és innen p;lj + pjl; < pili + pjl;, azaz a két beti, a; és a; kédjat
felcserélve csokken az atlagos széhosszisag.

Ha (2) nem teljesiil és a j-edik szinten van csonka csics, ahol
Jj<L-—1,

akkor egy L-edik szinten |év8 levelet a hozza vezetd éllel athelyezve
erre a csonka csicsra,

és esetleg az athelyezett élt atszinezve, a levélhez tartozé betii
kédjanak hossza L-r8l j + 1-re véltozik,

vagyis csOkken az atlagos széhosszisag.

Ha valamely csonka csiicsot csak egy él hagy el,

akkor elhagyva ezt az élt és az ennek az élnek a masik végén levs
csticsbdl kiindulé részfat athelyezve az eldbbi csucsba,

az athelyezett részfa leveleihez tartozé kédszavak hossza eggyel
csokken, és igy az atlagos sz6hosszlisag is csokken.
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(3)-hoz legyen egy optimalis kéd kédfajaban két kiilonb6zé csonka
csucs.

Az elobbiek szerint ezek azonos szinten vannak,

igy egyikiikrl az egyik élhez tartozo levelet az éllel egyiitt
athelyezve a masik csonka csiicsra és esetleg ezt az élt atszinezve
az atlagos széhosszlisag nem valtozik.

llyen athelyezések sorozataval viszont vagy a fogadé csiics telitédik,
tahat a csonka csicsok szama csokken,

vagy a masik csonka csicson legfeljebb egy él maradna, ami az
elébbi pont alapjan optimalis kéd kédfajan lehetetlen.

Hogy belassuk (4)-et, tekintsiink egy n levelet tartalmazé kédfat.
Toroljiik ebben a faban az egyik cslicshoz tartozé dsszes levelet,

a csonka csiicshoz tartozé levelekkel kezdve, ha van csonka csics.
Ha m szam( levelet tordltiink, akkor az 4j faban m — 1-gyel
kevesebb levél lesz.

Folytassuk az eljarast mindaddig amig a végén csak a gyokér marad
meg.
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Ha Gsszesen s |épést hajtottunk végre,

akkor m—1+(s—1)(r—1)=n—1,
vagyisn=(s—1)(r—1)+més2<m<r.

Az (5)-ben megadott kéd nyilvan optimalis prefix kéd.

(6)-ban az ay betii kédjat helyettesitjiik m kédszéval, agy hogy a
prefix tulajdonsdag megmarad.

(Ezzel a kédoland6 abc méretét m — 1 betiivel ndveljiik, az atlagos
kédhossz pedig pg-val né.)

Jeldlje a kapott kédot .
Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz és legyen @* a

P1y««+Pk—15Pk+1y+++yPnsPn+ls---Pntm

eloszlashoz tartozé valamely optimalis prefix kéd.
Ekkor ¢* atlagos hossza kisebb, mint ¢ atlagos hossza.

Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik,
hogy @* kédfajaban is legfeljebb csak egy csonka csics van.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



A @ kéd konstrukcidjabdl, illetve (4)-bsl mindkét kédban egyszerre
van csonka cslcs és ha van,

akkor a kifoka ugyanannyi, m, ha pedig nincs, akkor m = r.

Mivel @* optimalis kéd, ezért (1) és (2) szerint az m darab
legkisebb valdszinliséghez tartozé kédszé a legmagasabb szinten
van a kédfaban

és ugyanezen a lemagasabb szinten vannak azok a kédszavak;
amelyek az esetleges csonka csics gyermekeihez tartoznak.

Mivel kédszavak cseréje, ha azok azonos szinten vannak, nem
valtoztatja meg a kod atlagos hosszat,

ezért feltehetjiik, hogy mindkét kédban az m legkisebb
valésziniiségli kédszéhoz tartozé levél ugyanahhoz a csicshoz
tartozik.

Ezeket tordlve, mindkét kéd atlagos hossza ugyanannyival valtozik.
lgy a @*-bdl kapott kéd atlagos hossza kisebb lesz,

mint a @-bdl kapott kédé, ami lehetlen,

hiszen feltettiik, hogy a @-bél kapott kéd optimalis kéd.
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Huffman-kéd

Optimalis kédot ad az agynevezett Huffman-kéd,
amelyet az el6z6 tétel (4)-(6) pontjai alapjan tudunk
megszerkezteni.

Rendezziik a relativ gyakorisadgok csdkkend sorrendjében a betiiket,
majd osszuk el n —2-t r — 1-gyel és legyen m a maradék plusz 2.

Els6 lepésben helyettesitsiik a sorozat m utolsé betijét egy tjabb
betfivel,

amelyhez az elhagyott betiik relativ gyakorisagainak az Gsszegét
rendeljiik,

és az igy kapott gyakorisagoknak megfelelgen helyezziik el az (]
bet(it a sorozatban.

(Célszerii kupac struktarat hasznalni.)

Ezek utan ismételjiik meg az el6z6 redukciét, de most mar minden
|épésben r betiivel csokkentve a kédolandé halmazt, mignem mar
csak r betdi marad (feltehetjiik, hogy indulaskor tobb, mint r betd
volt, ellenkezd esetben a redukcié elmarad.)
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Most a redukalt abc legfeljebb r betiit tartalmaz és ha volt
redukcid,
akkor pontosan r betiit.

Ezeket a kédolé abc elemeivel kédoljuk, majd a redukciénak
megfelelGen visszafelé haladva,

az ott Osszevont betiik kédjat az Gsszevonasként kapott betdi mar
meglévé kédjanak a kédolé abce kiilonbozs betdivel vald
kiegészitésével kapjuk.

Példa

Mutatunk egy példat a Huffman- és a Shannon kédra.
Mindkét esetben ugyanazon forrast fogjuk kédolni,
igy Osszehasonlithaté a két kéd hatékonysaga.

Legyen a kédoland6 abc 10-elemii

(mondjuk az angol abc els6 10 betiijével jelolve),

az egyes betiik relativ gyakorisaga rendre 0.17, 0.02, 0.13, 0.02,
0.01, 0.31, 0.02, 0.17, 0.06, 0.09, és a kédolé abc {0, 1, 2}.
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Mivel 10-2=4(3-1)40, az els6 Iépésben 0+2=2 betiit kell
osszefogni,

majd a tovabbi |épésekben harmat-harmat (az "0j betiiket"
parokkal, illetve harmasokkal jeldljiik).

Amikor mar csak 3 betiibdl all az abc,

akkor ezt a harom betiit rendre 0-val, 1-gyel és 2-vel kédoljuk,
majd visszafelé haladva elallitjuk a kivant kédot.

A kéd atlagos széhossziisaga ~ 1.79, mig az entrépia értéke ~ 1.73
igy a kéd atlagos széhossziisaga igen j6l megkdzeliti az elméletileg
elérhetd legkisebb értéket.

Ugyanezen abc-t fogjuk most a Shannon-kéddal kédolni.

Most is sorba kell rendezni az abc-t a relativ gyakorisagok csokkend
sorrendjében.

Meghatarozzuk a sziikséges sz6hossziisagokat.

Mivel 0.31, 0.17, 0.13 kisebbek, mint 1/3, de nem kisebbek, mint
1/9, f,a,h és ¢ kédhossza 2.
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Hasonldan j és i kédhossza 3, mig b, d és g kédhossza 4, végiil e
kédhossza 5.

Az f kédja 00, az a kédja 01, a h kédja 02

és ez utébbihoz harmas alapl szdmrendszerben 1-et adva kapjuk ¢
kédjat, amely igy 10.

Ehhez 1-et adva 11-et kapunk, de j kédjanak hossza 3,

ezért ezt még jobbrdl ki kell egésziteni egy darab 0-val, tehat j
kédja 110.

Hasonl6an haladva megkapjuk a teljes kédot.

Most a kéd atlagos széhosszisaga 2.30,

mely nagyobb, mint a Huffman-kédnal volt (1.79), de kisebb, mint
2.73, az entrépia plusz 1.

Megadjuk az ékezet nélkiili latin betiik magyar nyelvben valé
el6fordulasanak relativ gyakorisagaihoz tartozé binaris Huffman- és
Shannon-kédot
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(a Shannon-kédnal a Q beti kédjanak hosszat az egyébként
eléfordulé hosszak maximumanak vettiik,

altalaban is a nagyon kis gyakorisdgokat kicsit megndvelve,
korlatozhatjuk a kédszavak hosszat, nem sokat rontva a kédon.)
Az adott eloszlashoz tartozé entrépia értéke =~ 4.1289,

mig a Huffman-kéd atlagos széhosszisaga ~ 4.1528,

a Shannon-kédé pedig ~ 4.5989.

Ugyanakkor a Morse-kéd 0-val 1-gyel valé kédolasanal az atlagos
sz6hosszlisdg ugyanezekkel a gyakorisagokkal ~ 12.299.

Lathat6, hogy mekkora javulas érhetd el.

Ennek egyik oka, hogy a vessz hatarozottan ndveli az atlagos
széhossziisagot.
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A kédolandé abc kiterjesztése

Egyszeri médon el tudjuk érni,

hogy egy felbonthaté kédban az egy betiire juté atlagos
széhosszlisag tetsz6legesen megkdzelitse az entrépia értékét,
azaz az elméleti alsé hatart.

Ehhez az eredeti abc-bdl elkészitjiik az Gsszes kétbetiis,
harombetiis, stb. szét,

és egy-egy ilyen sz6t tekintiink egy aj abc egy-egy betiijének,
ahol egy-egy ilyen (i betiih6z a benne szerepl§ betiik relativ
gyakorisagainak szorzatat rendelve

kapjuk a megfelel§ eloszlast.

Az igy kapott kéd az eredeti kéd kétszeres, haromszoros stb.
kiterjesztése.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ha m beti egybefogasabdl all a kiterjesztett abc,
akkor van olyan kéd, amelynek egy betiire juté atlagos
sz6hosszlsaga

n
- 1
I < leilogrp;+ —
=
(azaz 1 helyett csak 1/m-mel van az elméleti alsé hatar felett),
ahol n az eredeti abc betliinek szdma és a p;-k az eredeti abc
betiiinek relativ gyakorisagai.
A médszer szépséghibija,
hogy példaul a kétszeres kiterjesztésnél azonos szamot rendel
ty-hoz és yt-hez,
holott a magyar nyelvben a két betiikombinacié6 még megkozelitsleg
sem azonos gyakorisaggal fordul el6.

Ha a parok valédi gyakorisagait tekintjiik, még jobb kédot kapunk.

A kiterjesztésnek hatart szab, hogy a kédolandé abc,
igy a kodtabla is nagyon nagy lesz, ezért a gyakorlatban nem
hasznaljak.
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Szétarkodok

A betiinkénti kédolas nem képes kihasznalni,

ha az egymas utan kovetkez6 betiik egymastdl nem fliggetlenek,
vagyis egy betii mejelenése nem fliggetlen attél, hogy elétte milyen
betliket bocsatott ki az adé.

Egy él6 nyelvii széveg altalaban ilyen:

a magyar nyelvben a t utan sokkal gyakoribb az y, mint példaul az
r utan.

A korabban emlitett kiterjesztés sem megoldas erre a problémara.

Egy masik probléma, hogy amennyiben egy lizenet nem tipikus,
varhatéan benne a betiik el6fordulasanak relativ gyakorisaga eltér a
szokasostdl,

akkor egy rogzitett kédtabla, amely a tipikus szovegek
betligyakorisaga alapjan épiil fel,

nem ad j6 kédot még a Huffman-kéd esetén sem.

Ha viszont egy ilyen esetben a konkrét szoveg statisztikaja alapjan
hozzuk létre a kodtablat, akkor ezt is tovabbitani kell.
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Vannak rovid szovegek esetén hasznos "ad hoc" megoldasok.
Peldaul 256 elemi bévitett ASCII kéd esetén egy "escape"
karaktert fenntartva, azzal atléphetiink egy masik kédtablaba,
amiben csak a 32-94 kéda ASCII karakterek szerepelnek, de a felsg
bit le van vagva.

lgy egy 6 bites kédot kapunk, ami négyesével dsszecsomagolhaté
harom bajtra.

Itt a 95-6s ASCII kéd megfelelgje az "escape", ami visszalép a 256
elemii kédba.

Egy masik megoldasban 40 kédszé van:

a 26 nagy betii, a 10 szdmjegy, 1 "escape" karakter és 3
"tablavalte",

amelyekkel egy-egy karakter erejéig 3 masik 40-es tabla
valamelyikére valthatunk.

40 alapa szamrendszerben harom ilyen kéd egy 64000-nél kisebb
szamma all 6ssze, ami két bajton elfér.
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A szétarkédok alapgondolata, hogy egy

@ : A* — B* szétart hasznalunk fel a kddolasra,

amelynek értelmezési tartomanya tartalmazza A-t, azaz a
kédolandé abct.

A szétar lehet allandé (statikus) vagy valtozé (dinamikus).

A alabbiakban ilyen kédokat mutatunk be.

Futamkddolas

Bizonyos szdvegallomanyokban gyakran fordulnak el (egymas
utani) ismétléds karakterek (példaul ismétléds sz6kozok).

llyenkor célszer(i lehet Ggy tomoriteni,
hogy a karaktert csak egyszer adjuk meg, majd megadjuk az
ismétlések szamat.

A gondot az okozza, hogy az ilyen szdmokat el kell valasztani a
szoveg karaktereitdl.

Egyik lehet8ség, hogy példaul a legalabb haromszor ismétl6ds
karaktert haromszor leirjuk, majd utana irunk egy decimalis
szamjegyet, amely megadja, hogy még hanyszor ismétlédik.
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Példaul a 40 karakter hosszi
LU U LUU UL gugogogogel UL LILULLUULILULLUULLU
sor igy tomoritve

L U LI5gugogogogol LI L9 LILILIG

lesz; a masodik sz6kdz sorozatot csak "két részletben" tudtuk leirni,
mert nincs 9-nél nagyobb decimalis szamjegy.

(Persze a decimalis szamjegy helyett egy egész bajt is jelezhetné az
ismétldést,

de az elv és a korlat létezése nem valtoztana.)

Ha van olyan betii az abcben, amely biztosan nem fordulhat el6 a
szdvegben, példaul a @,

akkor azt hasznalhatjuk "escape" karakternek,

jelezve, hogy az utana kovetkez6 szamjegy nem része a szvegnek,
hanem az "escape" el6tti betii legalabb egyszer ismétlédik (0
szamjegy 1 ismétlés stb.).
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Ezzel a szbveg

LIQ6gugogogogol L1 @9 |1 @8
lesz.
Ha # egy masik "escape" karakter,
akkor azt példaul felhasznalhatjuk annak jelzésére,
hogy utdna 1 helyett 2 szdmjegy irja le az eddig még nem
kédolhaté szama ismétlédéseket
(00 jelentése 11 ismétlés stb.).
Igy a szOveg

LI@Q6gugogogogol LI #09

lesz.
Egy masik lehet8ség, hogy ismert szOveghossz esetén
az egyik "escape" azt jelzi, hogy a szdveg végéig mar csak a
"trivialis" karakter - jelen esetben a székdz - ismétlédik.

Példankban igy a tomoritett szdveg

LIQ6gugogogogol #

lesz.
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Latszélag gondot okoz "escape" karakterek hianya.

Ha azonban a futamkdédolas eredményére egy prefix kédolast
alkalmazunk,

akkor annyi "escape" karaktert képezhetiink,

amennyit akarunk.

S6t az "escape" karaktert és az utana kdvetkezé szamot
egybefoghatjuk és

ezekhez a parokhoz rendelhetiink egy prefix kédszot, vagy akar a
betiit, az "escape" karaktert és az utana kovetkezé szamot fogjuk
ossze, és

ehhez a harmashoz rendeliink prefix kédszét.

Fax lizenetek kédolasara elterjedt ez a fajta kéd.

Csak fekete és fehér képelemek vannak, egy sor altalaban 1664
képelem, soronként olvassunk.

A futamhosszakat kvazi "64 alapi" szamrendszerben adjuk meg:
1,2,...,63 és 64,128,192, 256, ... 2560.

Kiilon kéd van a fehér és a fekete képelemsorozatok szamara.
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Ha a képelemek szama legalabb 64, akkor el6sz6r a magasabb
helyiértékii szamjegyet kiildjik at.

Minden sor fehér képelemsorozattal képzédik és "soe vége"
karakter zarja le.

Ennek kédja (mindkét kédtablaban) 000000000001.

Semmilyen méas kéd nem kezdédik 7-nél tobb nullaval, igy ha a
vevs 8 nullat talal, akkor a kdvetkezd egyesig olvas.

Ez biztositja, hogy egy atviteli hiba esetén legfeljebb egy sor megy
tonkre.

Kédhosszak alapjan a megfelel6 Huffmann-kéd mar algoritmmussal
felépithetd, bar itt nincs minden kédhossz kihasznalva.
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Lz77

gzip parancs

LZW-kédok

Példa LZW-kédra

compress parancs

Digitalizalas

Egy valos értéki fliggvényt (fizikai vagyis analog jelet)
szamitégépen kozvetleniil nem tudunk reprezentalni,

ezért mintavételezéssel sorozatta alakitjuk,

majd a kapott valés szamokat egész szamokka alakitva kvantaljuk.
A két |épés egyiitt a digitalizalas.

Egy t — F(t) flggvényt (ami legtdbbszor az id6 fliggvényének
gondolunk, bar ez nem sziikségszeri)

mintavételezéssel alakithatunk (mindkét iranyban végtelen)
sorozatta:

legyen fx = F(to + kt), ha k € Z, ahol g e Rés0 <t € R
rogzitettek.
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A mintavételezés periddusideje T,
ennek reciproka, 1/t a mintavételi frekvencia, azaz az id6egységre
es6é mintak szama.

Természetesen, ha a F jel csak egy véges intervallumon van
értelmezve, akkor a minta is véges sorozat lesz.

Tekintsiik példaként a t — sin(27t(t — 1)/ T) periédikus jelet,
amelynek periédusa T (azaz F(t+ T) = F(t) minden t € R-re),
frekvencidja igy 1/T.

Ennek T mintavételi periddusidével valé mintavételezésével az

fx = sin(2mtkt/T), k € 7Z sorozatot kapjuk.

észrevehetjiik, hogy ha egy ilyen szinuszos jel frekvenciaja a
mintavételi frekvencia fele,

azaz ha 2/T = 1/7, akkor f, = sin(mtk) =0,

ami megegyezik az azonosan nulla jel mintavételezésével kapott
sorozattal.

Ez azt mutatja, hogy a mintavételi frekvencia felénél nem kisebb
frekvenciaja jeldsszetevék a mintavételnél elveszhetnek.
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Ezért a mintavételi frekvencia az atvinni kivant jel legmagasabb
frekvenciaji Gsszetevéje frekvenciajanak tobb mint kétszerese kell
legyen:

ez Shannon mintavételi térvénye.

Kétdimenziés (x,y) — F(x,y) jelnél, példaul képnél kétdimenziés
mintavételezést alkalmazhatunk:

fij = F(& + i&mo +jm).

Haromdimenziés (x,y,t) — F(x,y,t) jelnél, példaul mozgsoképnél
a mintavételezés is haromdimenziés:

fijk = F(&o + i&mo + jn, To + kT).

A mintavétlezéssel kapott jel még nem tarolhaté a szdmitégépben:
kerekitéssel digitalizalni kell.

Altalaban egészre kerekitiink valamilyen szabaly szerint.

A kerekités el6tt rendszerint egy szigorian monoton v — q(v)
kvantalsi fiiggvényt alkalmazzunk a mintavételezéssel kapott
értékekre,

majd kerekitiink ez a tulajdonképpeni kvantalss.
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A kvantalasi flggvény gyakran lineéris, g(v) = av + b alaka.

Minél nagyobb a, annal kisebb valtozas elég v-ben, hogy masik
egész szamot kapjunk a kerekités utan,

tehat annal finomabb a kvantalas, azaz annal kozelebbi jelszinteket
tudunk megkiildnboztetni.

A b konstanssal példaul elérhetjiik, hogy a kvantalt értékek
nemnegativak legyenek,

b tehat szinteltolast jelent.

A kvantalas sajnos azt is jelenti, hogy "zajt" visziink be a jelbe.
A hang (egységnyi feliiletre es6) teljesitménye a hangnyomas
négyzetével aranyos.

A mikrofon a hangnyomassal aranyos fesziiltséget hoz létre,
villamos teljesitmény ennek a négyzetével aranyos,

tehat aranyos a hangteljesitménnyel.

Filiink érékenysége logaritmikus jellegii:

barmely két hang kdzott akkor érziink ugyanolyan
hangossagkiilonbséget, ha teljesitményiik aranya ugyanaz az érték.
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Ezért hangjel kvantalasnal logaritmikus jellegli kvantalasi fliggvényt
érdemes alkalmazni,

mert ekkor ugyan hangosabb jelnél a kvantalasi zaj is hangosabb
lesz,

de a teljesitményiik ardnya ugyanaz marad,

igy egyforman érezziik zajosnak a kiilonb6z6 intenzitasa részeket.

Példaul a telefontarsasdgok az észak-Amerikaban és Japanban a
log(1 + pjv|)
log(1 + p)
fliggvényt hasznaljak rendszerint L = 255 valasztassal, mig a vilag
tobbi részén a
A
R Sgn(‘/)(ull;dA)) ha0 <|x|]<1/A
sgn(v) T ha /A< x| <1

v — sgn(v)

rendszerint A = 87.6 valasztassal; ez mindkét esetben Ggy értend§,
hogy a fenti fliggvényeket mint [—1, 1]-et dnmagaba képezé
figgvényeket kell tekinteni és alkalmazasuk el6tt és utan is
konstanssal valé szorzast alkalmazunk.
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(Az els6 fiiggvény valamivel kisebb alapzajt, a masodik valamivel
jobb dinamikat biztosit.)

Az is lehet, hogy egy mar (linearisan, finoman) kvantalt jelet
kvantalunk Gjra nemlineéris kvantalassal. (Példaul digitalis
telefonnal a fenti fliggvényekkel tulajdonképpen 14 bites linearisan
kvantalt értéket kvantalnak ajra, hogy 8 bites értéket kapjanak,
valamivel ndvelve a zajt, de csokkentve az atviends bitek szamat.)
Amikor a digitalizalt jelet visszaalakitjuk analég jellé,

a kvantalasi fuggvény inverzét kell alkalmazunk.

altalaban a digitalizalas mindkét lépésben

- a mintavételezésnél és a kvantalasnal is

- elvész az informaci6 egy része,

igy altaldban minden digitalizalast hasznal6 kédolas eleve
veszteséges.

Néhany tomorits eljaras vektorkvantilast hasznal:

Osszetartozé mennyiségeket (példaul egy szines képpont
szinkoordinatait) egyiitt vektoroknak tekintiink, és egy vektorokat
tartalmazé kédtablabdl keressiik ki a hozza legkdzelebbi vektort.
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DFT és IDFT

Tekintsiink egy T > 0 periédus szerint periédikus val6svaltézos
komplex értékii F flggvényt

(azaz F(t+ T) = F(t) minden t € R-re),

legyen a mintavételi frekvencia az 1/ T "alapfrekvencia" n-szerese,
ahol n € N*, azaz legyen T = T/n és legyen (kényelmi okokbdl)
To = 0.

A mintavételezéssel kapott f; = F(to + jT) (j € Z) sorozat n
szerint periédikus,

azaz fi, = f; minden j € Z-re,

igy egy Z,-en értelmezett f fiiggvénynek is tekinthetd,

vagyis az fy, f1, ... f,—1 értékek egyértelmien jellemzik;
aTy+t,j=0,1,...n—1 pontok alappontok

(elég lenne az is, hogy a j mod n teljes maradékrendszer legyen).
Ezt a fliggvényt szeretnénk "eltolt szinuszos" jelek linearis
kombinacidjaként elallitani:
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Tekintsiik a
Hi(t) = cos(2mtkt/ T) + isin(2mtkt/T), k € Z
ugyancsak T szerint periédikus komplex értékii fiiggvényeket.
A Hy fiiggvénynek a fenti médon valé mintavételezésével az
wj,,k;j € Z sorozatot kapjuk,
ahol w, = cos(27t/n) + isin(27t/n) az elsé n-edik egységgydk.
Legyen fi = Zj’.';ol ﬁwﬁjk (azaz az
(ﬂ)’ fla s fnfl)

és az

(w?,, wk ... wE,"il)k)
C"-beli vektorok belsé szorzata), ha k € Z.

A ?k, k € Z sorozat is n szerint periédikus,
hiszen w) =1, igy

n—1 n—1
j(k+n) ik
?kJrn = § 6(”" 2 wnj
Jj=0 Jj=0
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Tehat az f sorozathoz az f sorozatot rendels leképezés
a Zn-en értelmezett komplex értékii fliggvények n-dimenziés
komplex (azaz C feletti) vektorterét nmagaba képezi le.

Ezt a leképezést nevezziik diszkrét Fourier-transzformacidnak,
DFT-nek.

A diszkrét Fourier-transzformacié olyan fontos leképezés, hogy
gyors végrehaktasara integralt aramkordket gyartanak, szamos
miszaki alkalmazassal (jelanalizis, digitalis sz(irés, stb.), és
szoros kapcsolatban all az analizisben tanulményozott
Fourier-sorokkal és Fourier-transzformaciéval.

A DFT nyilvan linearis.
Vegyiik észre, hogy

_ (whr—1
Z(wﬁ)j:u(i)lrgifl

0, ha wﬁ # 1 és a szumma nyilvan n, ha wﬁ =1.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ebbdl kovetkezik,hogy a
HO) Hla AR Hn—l

fiiggvények mintavételezésével kapott
hy : Zy — C vektorok paronként ortogonalisak és
mindegyiknek az dnmagaval vett bels§ szorzata n, hiszen

n—1 n—1 n—1
. . ik’ —jk!" j(k'—k"
< hk”hk” >= Z hk’(./)hk”(]) = Z(ank (Unjk = Z (an( )
j=0 j=0 j=0
Innen a
1 nfl?
t— — H(t
"kZo «Hic ()

fliggvény a mintavételezés t = jT pontjaiban megegyezik a
kiindulasi F fliggvénnyel,

azaz az F periédikus fliiggvényt kozelitettiik a Hy periédikus
fiiggvények segitségével.

(Egyébként ugyanez igaz, ha a k indexek barmely

mod n vett teljes maradékrendszert futnak be.)
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Specialisan, a DFT invertalhaté, és "majdnem" (az 1/n szorzétdl
és az origéra valo tiikrozéstdl eltekintve) sajat maga az inverze:
t = J7 helyettesitéssel

n—1
f):%z/ﬁ(uﬂnk Z?kw; —Jk 1?_1
k=0

A DFT inverzét inverz Fourier—transzformaaonak, IDFT-nek
nevezzik.
Tovabbi hasznos észrevétel, hogy

~ n—1 n—1
A - A
fe=> fiwt =Y fawh =F,.

—0

[
~

Igy, ha az f; sorozat valds, akkor ?k =f, = . K-
Ennek az eszrevetelnek a segitségével megvizsgalhatjuk a

Osszegben az egyes tagok jelentését.
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Az fyHy(t) tag konstans, az atlag n-szerese.

Valés f; sorozat esetén, ha 0 < k < n/2,
fc = ri(cos @ + isin @), akkor

FeHi (8)+F_k H i (t) = ric(cos @x+isin @k )(cos(2mtkt/ T )+isin(2mtkt/ T))
+ri(cos @y — isin @g)(cos(2mkt/T) — isin(2mtkt/ T))
= 2r cos(2mtkt/ T + @),

azaz 2ry-szor egy koszinuszos jel @ faziseltolassal,

tehat az eredeti jelet |ényegében koszinuszos ("harmonikus") jelek
Osszegére bontottuk,

amelyek frekvenciaja az 1/ T alapfrekvencia k-szorosa,

0< k<n/2.

A2r/n= 2|?k|/n = 2|?_k|/n mennyiség agy tekinthetd,

mint a cos(27tkt/ T 4 @) harmonikus jelnek az amplitudéja az F
jelben, ha 0 < k < n/2;

ha k = n/2, akkor i = 7  valés és Hx = H 4,

igy k = n/2 esetén a cos(2mtkt/ T + @) harmonikus jel
amplitudéja az eredeti F jelben ri/n = I?kl/n = I?_kI/n.



A @ eltolasi érték a "faziseltolas".
Végiil vegyiik még észre, hogy ha az f; (j € Z) sorozat paros, akkor
12 12
fi=fj=—fpn="%
ahonnan

fi = %ﬁk =f

azaz az ?k sorozat is paros.

Ha az f; sorozat valés és paros, akkor a f, sorozat paros és

=~ &
?k =f, = ?—k = ?k azaz valds is.

Hasonléan, ha az f; sorozat paratlan, akkor

1/\
—fi=1f;="%
I =0
ahonnan A
—fe=f=F4,
n

azaz f is paratlan.



Ha az f; sorozat valds és paratlan, akkor a ?k sorozat pératlan és
=~ =

?k =f, = /Tik = 7?1(1 azaz képzetes.

FFT

A gyors Fourier-transzformacié (Fast Fourier Transform, FFT) a
diszkrét Fourier-transzformalt gyors kiszamitasara szolgal.

Legyen n € NT rogzitett és az egyszer(iség kedvéért vezessiik be az
W =W, =w,! jelolést.

Vegyiik észre, hogy az el6z8 pontban hasznilt jel6lésekkel

f, nem més, mint az fO)(x) = er':ol fix) polinom xj = wk helyen
felvett értéke:

=|
=
3|
=

fOW) =Y flwry =Y fw,¥=4.
j=0

-

Jj=0

Az f, értékek gyors kiszamitasahoz vezet6 triikk:
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ha n = nyny. akkor y = x™ jeldléssel

n1—1

f(O)(anszrkl) _ Z ki f-k(ll)(y))
k1=0

ahol

nzfl

1 .
fk(l)(}/) = Z fn1j2+k1yjza kl :0>1a---”1*1-

J2=0
Ha x = wk, wkitm  wkit(m=1n akkor a hozza tartozé y
ugyanaz,

igy minden kiszamitott fk(ll)(y) érték tobbszor is felhasznalhaté.
Példaul,

ha ny =2, n = 2n,, akkor az £(0) polinom w* és wk+n/2 helyen
felvett értékeit egyszerre szamolhatjuk ki (azt is felhasznalva, hogy
w"/2 = —1) az alabbi "pillang6 miivelettel":

f(O)(wj) _ fo(l)(ka) + wkf'l(l)(w2k))
f‘(O) _ wk+n/2) — fb(l)(w2k) - wkfl(l)(w”‘).
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Példaul,

ha n =8, ny =2, akkor x = wk és x = W ™ esetén y értéke
w3k, igy az

fo+ foy + oy’ + foy®
és

f+ By + foy® + fry®
értékeket kétszer is tudjuk hasznalni, igy a munkat nagyjabdl
megfelezziik.
Természetesen rekurzivan is alkalmazhatjuk ezt a triikkot.

Az egyiitthatéikkal adott polinomok értékeit kell kiszamolnunk a
megadott helyeken.

Az elobbiek alapjan rekurziv programot irhatunk a diszkrét
Fourier-transzformacio6 elvégzésére,
ha n "kis tényezék szorzatara" bonthaté.

A gyakorlatban legtdbbszor hasznalt n = 2™ esetben
célszeriibb azonban a rekurziét ciklussa atalakitani.

- o s aj—1 1214
Vezessiik be az [ds, ds_1,...,ds,d1] = Zj:1 di2 7 jeldlést.



Definialjuk az

2m—s_1
ﬂifj)z Js Z f[lsds 1- JzJﬂXJ ha 0 <s< my jiy...Js € {0) 1}
Jj=0

"kozbiils6 polinomokat".

Az 15}112 o polinomok konstansok, értékiik f; ; . ). Az
(s) k2sy _ g(s+1) k2s+1 k25 ¢(s+1) k2s+1
Fiugaede (@77 ) = Hgy e )+ O i ( )
(s) k25+n/2 (s+1) k2stly  k2s r(s+1) k2s+1
Jij2. js(w )= 75112 Js»O( ) Jijz.. js»l( )
pillangémiivelet segitségével rendre az s=m—1,m—2,...,1,0

értékekre szamitjuk ki a fliggvényértékeket. Egyetlen n elemu A
tombot hasznalunk,
(s) (wlkm—skm—s-1.-kaka]2®)
Jij2-js
értéke Alky, koy ... km_syj1, ... jsl-be keriil, ahol
kl) k2a ceey km—sa.il) .. -js € {03 1}-

Igy az alabbi algoritmust kapjuk.
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FFT algoritmus

Az el6z6 pont jeldléseivel az algoritmus az A tdmbben lévé

A[jrn.lm—l b ‘./2]1] = f[/-mjmfl...jzjﬂ) .I].) b -jm 6 {0) 1}
sorozat Fourier-transzformaltjat szamolja ki.

Az egész szamitas "helyben" az A témbben zajlik,

a részeredmények és végeredmény is az A tdmbben keletkezik,
de /r>[kmykm713---k2)k1} nem az A tdomb [k, km_1, ... ko, k1] indexi
elemében foglal helyet,

hanem az ebbél a bitsorozatbél "bitforditassal" kapott indexii
helyen:

?[k,,,,k,,,,l, koky] = Alkiy koy oo km-1,km] ha ki ... kyn €{0,1}.

A szamitas hasznal egy T segédtablazatot, amely az w hatvanyait
tartalmazza, "bitforditott" sorrendben:

Tlmot, ... joji] ¢ @lUtizedm—l = ha i e 10,1}
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Az algoritmus:

(1) [Inicializalas.]

Legyen [ « 2m1,

(2) [Menet kezdete.]

Legyen j «— 0 és t «+ 0.

(3) [Pillangésorozat kezdete.|

Legyen k « j+ [ és w « TIt].

(4) [Pillang6 miivelet.]

Legyen x « A[j] és y <+ wA[j + /], majd
legyen Ajl «— x+y és A[j+ /] « x—y,
végiil legyen j «— j + 1.

(5) [Pillangésorozat vége?]

Ha j < k, menjiink vissza (4)-re.

(6) [Menet vége?]

Ha k+ /< n, legyen j— k+ 1, t—t+1,
és menjiink vissza (3)-ra.
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(Most Alkikg ... kmsjtfa -+ -Js) = F5) - (wlkmskm-s-1-kakal2®),
lasd az el6z6 pontot.)

(7) [Vege?]

Legyen / < |//2]. Ha | > 0, menjiink vissza (2)-re, egyébként az
algoritmus véget ért.

Az eredmény kiolvasasahoz, illetve a T tabla feltoltéséhez
sziikséges "bitforditas" eltolasokkal torténhet:

a szdmot balra tolva, egyenként megkapjuk bitjeit és

azokat jobbra tolassal sszerakjuk forditott sorrendben.

Még egyszeriibb

a kovetkez8 természetes szam bitforditottjat az el6z8 természetes
szam bitforditottjabol szamitani,

a legnagyobb helyiértékii bithez 1-et hozziadva és

az atvitelt az alacsonyabb helyiértékek felé végezve.

Vegyiik észre, hogy ugyanaz a T tablazat kiilonb6z6 m értékekre is
megfelel, ha a maximalis m értékre szamoljuk ki, és csak egy
kezd@szeletét hasznaljuk.
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Konnyii 6sszeszamolni, hogy az algoritmus 5nlog n valds
lebegBpontos miiveletet hasznal,

mig a polinomértékek Horner-elrendezéssel valé kiszamitasa ~ 2n
lebeg&pontos miiveletet hasznalna.

2

IFFT algoritmus

Az el6z6pontban megadott algoritmus megfordithaté
és megforditasaval a DFT inverzére kapunk gyors algoritmust:

ha a meneteket forditott sorrendben hajtjuk végre,

| =1,2,...2™ L re és a (4) pillangémiiveletet invertaljuk,
akkor a transzformacié inverzét kapjuk:

(4') [Inverz pillangé.]

Legyen x « Aljl, y « Al + /], majd A[j] — (x+y)/2,

Aj+ 11+ (x—y)/(2w), végil j « j + 1.

A felhasznalt T tablazat ugyanaz.

(4')-ben a kettbvel valé osztasokat elhagyhatjuk, ha az egész
algoritmus elején vagy végén az A tdmb minden elemét osztjuk
2M-mel.
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Vegyiik észre azt is, hogy 1/w =w,
igy itt sincs sziikség osztasra, szorzassal is dolgozhatunk.

Gyors szorzas FFT-vel

Logyen £ = 302 1, g = X0 gy 65
h az f és g polinomok szorzata.

Tegyiik fel, hogy deg(h) = deg(f) + deg(g) <

Mivel f = f(w ), 8x = g(w,¥), azt kapjuk, hogy
h(w;k) = ?kgk, vagyis, ha h fokszama kisebb, mint n, azaz
h=3 7" hixJ, akkor by = figi (0 < k< n).

Innen h meghatarozhaté IFFT-vel.

Igy gyors algoritmust kaptunk polinomszorzasra, amely ~ 15nlogn
valés lebeg&pontos miiveletet hasznal.

A g alapi szamrendszerben felirt f(q) = ZJ" 01 ﬂqf és

glg) = Zj:() gjqf szamok szorzata h(q) = ZF hj ¢,
ha a megfelels f és g polinomok szorzata az n-nél aIacsonyabb foka

_ n—1,p :
h= Zj:() hix) polinom.



(A g nem lehet tal nagy, mert kerekitési hibak lépnek fel.)
lgy szamok szorzasara kapunk gyors algoritmust.

Mas gyors algoritmusok is vannak.

DCT és IDCT

A mérndki gyakorlatban jobban szeretnek valés szamsorozathoz
valés transzformalt sorozatot rendelni.

Tekintsiink egy valds valtozés valds értékii 2T szerint periédikus
paros F fliggvényt

(most célszeriibb lesz T helyett 2T-t hasznalni.)

Legyen a mintavételi frekvencia az 1/(27) "alapfrekvencia"
2n-szerese, ahol n > 2 egy természetes szam, azaz legyen T = T /n
és legyen 19 = T/2.

A mintavételezéssel kapott f; = F(to + jT), j € Z sorozatot az

fo, A1, . .. Ta1 értékek egyértelmiien jellemzik, mert a sorozat 2n-
szerint periddikus, azaz fj 2, = f; (j € Z) és a parossag valamint
To :T/2 miatt f,j,;l = 75', ha 0 SJ < n.
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A F fiiggvényt szeretnénk "koszinuszos" jelek linearis
kombinaciéjaként elGallitani.

Tekintsiik a Hi(t) = cos(mtkt/ T), k € Z ugyancsak 2T szerint
periédikus paros fiiggvényeket.

A H fiiggvény mintavételezésével a

k(j+1/2
cOS M, _/ 6 Z
n
sorozatot kapjuk.
Legyen
n—1 .
k 1/2
Ck :Zﬁcosw, ha k€ Z,
n
j=0

COSs —,COS ——

mtk 37tk (2n — 1)mtk)
o TR w—

R"-beli vektorok belsd szorzata.



Az
(fo,fi ... fo—1) — (coyc1y- - Cn1)
leképezés R™-et dnmagaba képezi le.
Ezt a leképezést nevezziik
diszkrét koszinusz-transzfomaciénak, DCT-nek.

A DCT nyilvan lineéris.
Vegyiik észre, hogy

2n—1 2k\2n

k 2+l ok (wgp)"—1
Z ((1)4,,) J - w4n gk _ - 0)
P wir—1

ha —2n < k < 2n, k # 0.

Mivel a koszinusz paros és periédikus,

n—1 . n—1 .
mk(j +1/2) 1 nk(j +1/2)
E COST—E.E cosf
J=0 J=—n
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2n1

2n—1

(2j+1) —k(2j+1)
_Z<w4nj Wyp / ):0‘

ha —2n<k<2nesk7é0.
Ebbdl kovetkezik, hogy a Hy, 0 < k < n fliggvények
mintavételezésével kapott hy € R" vektorok bels6 szorzata

n—1 . .
< by, by > Zcos mtky (j +1/2) cos Ttho(j +1/2)

” n n
J=0

_ %Z (con Tl N2 1/2) il )2 1/2))
Jj=0

n n

azaz az el6z6 kiefejezés szerint, ha 0 < ky, ko < n, ky # ko, akkor
0, ha 0 = ky = ky, akkor n, ha pedig 0 # ky = ko < n, akkor_n/2.



Innen a
o 2n—1
t— —+ - ckHi(t
p ”kz—o « Hi (t)

fliggvény a mintavételezésnél t = t/2 + jT pontjaiban megegyezik a
kiindulasi F fliggvénnyel.

Specialisan a DCT invertalhaté:

t = 1/2 4+ jT helyettesitéssel

n—1 .
o 2 nk(j +1/2)
f- = — — _—
i = + - kgo Ck COS -

A DCT inverzét inverz diszkrét koszinusz-transzforméaciénak
IDCT-nek nevezziik.

Tovabbi hasznos észrevétel, hogy

kapcsolat van a diszkrét koszinusz-transzformacié és a diszkrét
Fourier-transzformacié kdzott,

a DCT kifejezhets a DFT-vel:

legyen goj11 = fj és g»j =0, ha j € Z.

Ekkor a g sorozat valds, paros és 4n szerinti periodikus.
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A diszkrét Fourier-transzformaltja igy val6s és paros, tehat

A A 4n—1
8k+8k 1 —jk ik
Bi=""%"=5 D gilwy +why)
j=0
2n-1  —(2j+1)k (2j+1)k
= Z £ Lan ’ + Wy,
L 2
j=0
ot nk(j+1/2) mk(j +1/2)
= Z ﬁcosf = Z ﬁcosf
J=0 J==n
n—1 .
k 1/2
-9 f; cos w = 2¢4
j=0 "

Kétdimenziés DFT és DCT
A kétdimenziés DFT egy (fj, j, )1'711:_01]-;’2:_01) maétrixhoz

n1—1n2—1 Py
(?kl,kz ) j —oka—p Matrixot rendel.
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Definicigja:
n1—1 np— -1

_.llkl —Jzkz
?kl»kz Z Z Wy " Wh, 61J2’

J1=0 j2=0
ha 0§k1<n1, 0§k2<n2.

A definiciébodl
n1— np— -1
—Jzk1 - 2k2
?klykZ Z wy, Z Wy Jldz
Jj1=0 J2=0
np— 1 nlf
—Jzkz - 1k1
= Z Wh Z Wni" i |
J2=0 J1=0

azaz a kétdimenziés DFT kiszamolhat6 agy, hogy el6bb a matrix
soraira, majd oszlopaira (vagy forditva) alkalmazunk egydimenziés
DFT-t.
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A kétdimenziés DCT definiciéja

ni— 1n2 -1

7tky (11 +1/2) mhko(jp +1/2)
Cki ko = Z Z cos o 75'1J2

J1=0 j2=0
ha 0§k1<n1, 0§k2<n2.

Ez is kiszamolhaté (gy, hogy
a matrix soraira, majd az oszlopaira (vagy forditva) alkalmazunk
egy dimenziés DCT-t.

Tremészetesen mindkét transzformacié altalanosithaté magasabb
dimenzids tombdokre is.

Hangtomorités

Képtomorités

PNG

JPEG

DJVu

MPEG
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Hibakorlatozé kodolas

A hibakorlatozé kédokat két csoportba sorolhatjuk:
hibajelz6 kédok és hibajavité kédok.
Mindkét tipussal foglalkozunk.

Mindkét esetben az lizenethalmaz elemeihez kédszavakat rendeliink
és

a koédszavak segitségével prébaljuk a hibakat jelezni, illetve javitani.
Ha az lizenet kdnnyen megismételhets,

akkor a hangsily altalaban a hibajelzésben van,

ha azonban az ismétlés nehéz vagy lehetetlen, akkor a hibajavitasra
tolédik at.

A hibakorlazozé kédokkal kapcsolatban mindig feltessziik, hogy

az egyes kédszavak hossza azonos,

a kodszo betiii egy adott véges abc, a kédabc elemei és

az atvitel soran nincs szinkronhiba,

vagyis a vétel helyére a kédabcnek ugyanannyi betiije érkezik meg,
mint amennyit elkiildtiink.
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Hibajelz6 kédok feladata

A hibajelzé kédok feladata, hogy a vétel helyén észrevegyiik, ha az
atvitel soran az adat megvaltozott.

Minden hibat természetesen nem lehet felderiteni, hiszen abban az
esetben, ha egy elkiildott kédszé gy valtozik, hogy a vétel helyére
egy masik kodszo érkezik, akkor a vevének semmi oka nincs
kételkedni abban, hogy az elkiild6tt kédszé az volt, mint ami
megérkezett.

Minden olyan esetben azonban, amikor az érkez§ jelsorozat
kiilonbozik valamennyi lehetséges kddsz6tél, a vevs biztos lehet
benne, hogy az atvitel soran sériilt a jelsorozat.

Példa

Legyen di,d>...d, decimilis szamjegyek egy sorozata, n < 10.

Egészitsiik ki a sorozatot egy n + 1l-edik "szamjeggyel", amelynek
értéke
m
dni1 =) Jjdi mod 11
Jj=1
ha b,+1 = 10, akkor az X "rémai szdmjegy".
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Ha valamelyik szamjegyet elirjuk,

akkor az dsszefiiggés nyilvan nem teljesiilhet:

ha d; helyett dj’—t frunk,

akkor az 6sszegj(dj/ — dj)-vel n6tt, ami nem lehet 11-gyel oszthaté.
Ugyanez a helyzet, ha 1 < j < n-re dj-t és dj;-et felcseréljiik:

az dsszeg jdji1 + (j +1)d; — jdj — (j + 1)djy1 = dj — dj;1-gyel
valtozik,

ami csak akkor lehet oszthaté 11-gyel, ha d; = dj;1.

Ez az ellendrzé "szamjegy" tehat véd az egyszeres tévesztések és a
felcserélések ellen.

Ezt hasznaljak konyvek ISBN-szamanak és a magyar személyi
szamoknak gépelési hibak elleni védelmére.
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Példa: paritasbites kéd
A legegyszeriibb hibajelz6 kéd a paritasbites kéd.

Legyen példaul az iizenethalmaz az n-bites binaris jelsorozatok
halmaza és

egészitsiik ki ezeket a jelsorozatokat egy n + 1-edik bittel,

az Ggynevezett paritasbittel:

amennyiben egy iizenetben az l-esek szama paratlan,

akkor irjunk a bitsorozat végére egy 0-t,

mig az ellenkez8 esetben egy 1-et

(vagy forditva, de egy adott kédban mindig ugyanazon szabaly
szerint).

Az igy kiegészitett n + 1-bites szavak mindegyikében paratlan sok
1-es van.
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Ha most egy ilyen kédszot elkiildiink és a vevéhoz olyan sz6
érkezik, amelyben az egyesek szama paros,
akkor biztos, hogy hiba tdrtént az atvitel soran.

Ha viszont az egyesek szama paratlan,

akkor gy kell tekinteniink (de nem allithtjuk), hogy nem tortént
hiba.

Konnyen belathatjuk, hogy az el8bbi eset akkor kdvetkezik be,
ha az atvitel soran paratlan sok helyen sériil a kédszo,
mig az utdbbi akkor, ha paros sok helyen torténik valtozas.

Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben észrevessziik a hibat,

ha egy hiba torténik,

de van olyan eset, amikor két hiba tdrténik és ezt nem vessziik észre
(s6t a konkrét esetben paros sok hiba esetén mindig ez a helyzet).

Ez indokolja az alabbi definiciét.
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Hibajelz6 kéd

Egy kéd t-hibajelzd,

ha minden olyan esetben jelez, amikor egy elkiildott kédszé
legfeljebb t helyen valtozik meg.

A kéd pontosan t-hibajelzd,

ha t-hibajelz8, de nem t + 1-hibajelz8, azaz van olyan t 4+ 1 hiba,
amelyet a kéd nem jelez.

Koénnyi olyan feltételt adni, amely jellemzi a t-hibajelzd, illetve a
pontosan t-hibajelzé kédokat:

Kédok tavolsaga és salya.

A kédabc két egyforma hosszi szavanak u-nak és v-nek a
Hamming-tavolsaga d(u, v)

az azonos poziciéban 1évé kiilonb6z6 jegyek szama és

a kod tavolsaga d(C) a kiilonboz6 kédszéparok tavolsagainak
minimuma.

A kéd tavolsaga csak akkor van értelmezve, ha legaldbb két kédszé
van.
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Ha a kédabc egy A additiv Abel-csoport,

akkor a kédabc egy u szavanak a w(u) Hamming-silya a nullatdl
kiilonb6z6 jegyeinek szama,

mig a kod w(C) salya a nem nulla kédszavak sialyainak minimuma
(ha van nem nulla kédszd, azaz a csoport nem egyelemii).

A Hamming-tavolsag rendelkezik a tavolsag szokasos
tulajdonsagaival, vagyis barmely u, v, z-re.

(1) d(u,v) >0;

(2) d(u,v) = 0 akkor és csak akkor, ha u = v;

(3) d(u, v) = d(v,u) (szimmetria);

(4) d(u,z) < d(u,v)+d(v,z) (hdromszig-egyenlétlenség)
Azt is konnyﬁ belatni, hogy

dluyv) =w(u—v) és w(u) = d(u,0).

Ha még az is igaz, hogy a kdédszavak maguk is Abel-csoportot
alkotnak a koordinatankénti mivelettel,

azaz a kédszavak C halmaza az A" egy részcsoportja,

akkor csoportkodrdl beszéliink.
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Ekkor d(C) = w(C).

A tovabbiakban egy kod tavolsagat d és salyat w jeldli.

(A megadott jeldlések kissé pontatlanok,

hiszen ugyanaz a bet( jeldli a fliggvényt, mint két kédszé,
valamint a kéd tavolsagat és hasonlé igaz a silyra is,

de a kdrnyezet alapjan mindig vilagos lesz, hogy éppen minek a
jelolésérsl van sz6).

Mivel két kédszo legalabb d helyen kiilonbozik,

igy ha egy elkiildott kédszé az adatavitel legalabb egy, de d-nél
kevesebb helyen sériil,

akkor az igy kapott szé biztosan nem kédszé.

Ugyanakkor van a kédban két oyan kédszo,

amelynek pontosan d helyen kiilénbdznek és

ha az egyiket kiildik és ez Ggy valtozik, hogy éppen a masik érkezik
meg,

akkor d hiba tortént,

de ezt a vétel helyén nem vessziik észre, nem tudunk jelezni.
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Ebbél kovetkezik, hogy a bevezetett tavolsagfogalommal egy kéd
akkor és csak akkor t-hibajelz6, ha t < d és

akkor és csak akkor pontosan t-hibajelz8, ha

t = d — 1, tehat nagyobb tavolsag nagyobb hibajelzé képességet
jelent.

A paritasbites kéd esetén a kéd tavolsaga 2.

Az eredeti lizenethalmaz elemei kdzotti tavolsag ugyanis legalabb 1
és vannak olyan n-bites sorozatok, amelyek éppen egy helyen
kiilonbdznek.

Ekkor az egyik lizenetben az 1-esek szdma paros a masikban
paratlan, vagyis a kiegészité bit kiilonbozni fog a két kédszéban és
a két kédszo éppen 2 helyen kiilonbdzik egymastdl, ezen kédszavak
tavolsaga 2.

Ugyanakkor azok a kiegészitett bitsorozatok, amelyek eredetileg
legalabb két helyen tértek el egymastél, a kiegészités utan is
legalabb két helyen fognak kiilénbdzni, vagyis ezek tavolsaga ismét
minimum 2 és igy a kod tavolsaga valdban pontosan 2.
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Ez azt jelenti, hogy ez a kéd pontosan 1-hibajelz8, ahogy azt
fentebb mar megallapitottuk.

A paritasbites kéddal a hibat csak érzékelni, jelezni tudjuk,
de a hibas jelsorozatot nem tudjuk kijavitani.

A hiba javitasahoz tudni kellene, hogy a beérkezett jelsorozat
melyik pozicién sériilt

(és ha a kéd nem lenne binaris, akkor azt is, hogy a sériilt helyen mi
volt eredetileg).

Abbdl, hogy az egyesek szama péros, tehat tudjuk, hogy tortént
hiba,

még nem tudjuk megallapitani, hogy melyik bit hibdsodott meg,
ugyanis barmelyik

(egyetlen vagy paratlan szama)

bit meghibasodasa ugyaniigy azt eredményezi, hogy az egyesek
szama paros lesz.
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Minimalis tavolsagi dekddolas

Emlitettiik, hogy csupan a vett adatbél nem mindig tudjuk
megallapitani,

tortént-e hiba,

hiszen barmely elkiildétt kodszé megvaltozhat agy az atvitel soran,
hogy

barmely masik sz6, példaul akarmelyik kédsz6 érkezzen meg a vétel
helyére.

A hibajavitashoz meg kell adni egy Ggynevezett

doéntés fiiggvényt,

amely barmely lehetséges jelsorozathoz hozzarendel egy és csak egy
kodszot.

(Az is lehetséges, hogy nem minden sz6 esetén akarunk donteni.)

Ezt a dontési fiiggvényt kell Ggy meghatarozni, hogy

a déntési hiba, tehat az a hiba, hogy

egy beérkezett jelsorozathoz nem a ténylegesen elkiildott kédot
rendeljiik, a lehets legkisebb legyen.
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Az elgbbi feltételnek megfelels legjobb fiiggvény nem csupan az
atviteli csatornatdl figg,

hanem az iizenetek eloszlasatdl is,

ezért helyette altalaban egy masik dontési fiiggvényt alkalmazunk.

Elég természetesnek tiinik azt feltenni

(bar ez nem mindig teljesiil),

hogy egy vett széban eléfordulé kevesebb hiba valésziniibb, mint a
tobb hiba,

vagyis nagyobb valésziniiséggel volt az iizenet egy olyan kddszd,
amely a vett sz6tdl kevesebb helyen tér el, mint amely tobb helyen
kiilonbozik tdle.

Masként szélva, egy vett sz6 esetén azt a kédsz6t valasztjuk,
amely téle a lehetd legkevesebb helyen tér el,
azaz a tavolsiga a vett sz6tdél minimalis.

Az ilyen dontési fliggvény altal meghatarozott dekddolast
minimalis tavolsagi dekédolasnak mondjuk.

llyenkor eléfordulhat, hogy egy adott széhoz egynél tobb minimalis
tavolsagra levé kédszo van.
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Ekkor vagy kivalasztunk ezek koziil egyet, és az lesz a dontés
eredménye

(de egy adott dontési fiiggvény esetén az ilyen vett sz6 esetén
mindig ugyanarra a kivalasztott, minimalis tavolsagra |év8 kédszé
mellett dontiink!),

vagy az ilyen sz6 esetén nem dontiink, csupan jelezziik a hibat.
Legyen példaul {0010,0100,1111} egy binaris kéd.

Ekkor az egyes négybites szavaktél minimalis tavolsagra levs
kédszavakat a 9.10 tablazat mutatja.

Lathat6, hogy négy esetben nem egyértelmii a helyzet.

Egy lehetség, hogy ezekben az esetekben is dekédolunk és paldaul
az eldl all6 kédszavakra dontiink.

A masik lehet8ség, hogy amennyiben a vett sz6 az el6bbi négy szé
valamelyike, akkor nem dontiink, csak jelezziik a hibat.

Ha példaul a harom kédsz6 harom szint, mondjuk a fehéret, feketét
és pirosat kédolja a példaban megadott sorrendben és mondjuk a
kédolt lizenet a fekete volt mig a vétel helyén a 0000 sz6t kell
dekédolni, akkor a tablazat alkalmazasaval a fehérre dekédolunk,
ami adott esetben igen rossz dontés lehet.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Ebben az esetben célszeriibb nem donteni,

hanem jelezni a hibat és ha lehet,

akkor megismételtetni ezt az iizenetet, vagy valamilyen mas médon,
példaul a kdrnyez8 pontok szine alapjan donteni.

Azt azért megismételjiik, hogy a dontési fliggvényt a rendszer
tervezésekor rogzitettiik,

és a tovabbiakban mindig ugyanigy kell eljarnunk az adott rendszer
keretein beliil.

A dontési figgvény tablazattal valé6 megadasa egyszerd,

de rendkiviil helyigényes, ezért jobb mdédszereket fogunk keresni.
Megfigyelhetjiik, hogy a dekddolas két részre bonthaté:

a hibajavitasnal megprobaljuk meghatérozni, hogy mi volt az
elkiildott kédsz6 (ez a nehezebb),

majd visszaallitjuk az lizenetet.

Hibajavité kod

Egy kéd t-hibajavitd, ha minden olyan esetben helyesen javit,
amikor egy elkiildott kédszo legfeljebb t helyen valtozik meg.
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A kéd pontosan t-hibajavitd,

ha t-hibajavité, de nem t + 1-hibajavitd,

azaz van olyan t + 1 hibaval érkezg iizenet,
amelyet a kéd helyteleniil javit, vagy nem javit.

Egy d tavolsagl kéd esetén minimalis tavolsagi dekddolassal
t < d/2 hiba esetén biztosan j6l dontiink,

hiszen a haromszog-egyenlStlenség kovetkeztében az eredetileg
elkiildott kodszotol kiilonb6zs barmely mas kédszé biztosan
d/2-nél tobb helyen tér el a vett sz6tdl.

Viszont t > d/2 esetén nincs olyan déntési fliggvény, amely
t-hibajavito,

mert a kédban van két olyan kédszé, mondjuk u és w, amelyek
pontosan d helyen kiilénbdznek.

Irjuk u-ban ebbdl a d szdmi poziciébdl t helyre a w adott
poziciéjan taladlhaté jegyet, és

jeloljiik az igy kapott szét v-vel.

A v az u-tél t helyen kiilonbdzik, mig w-t6l

d—t<d/2 <t helyen.



Ha a dekddolas t-hibajavité lenne,

akkor v-t egyrészt u-ra, masrészt w-re kellene javitani.

Tehat egy d-tavolsagl kéd minimalis tavolsaga dekédolassal
minden t < d/2-re t-hibajavité és pontosan |(d — 1)/2]-hibajavité.
Altalanosabban, tegyiik fel, hogy s > t természetes szamok.

Egy kéd t-hibajavité és s-hibajelzs,

ha minden legfeljebb t-hibat kijavit és minden legfeljebb s-hibat
jelez (ideértve a kijavitott legfeljebb t-hibakat is).

Megmutatjuk, hogy ha t +s < d,

akkor minimalis tavolsagi dekddoldssal minden t-hiba kijavithaté
agy, hogy minden s-hiba jelezheté.

Ha legfeljebb t-hibat javitunk a minimalis tavolsagi dekédolassal,
akkor t < r < s hiba esetén, ha u volt az eredeti kédsz6 és v a vett
kédszo, akkor barmely u-t6l kiilonb6z6 w kédszéra d(v, w) < t
lehetetlen, mert ebbdl

dlu,w) < d(u,v) +d(v,w) <r+t<s+t< d kdvetkezne.
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Masrészt, ha egy kéd t + s < d,
akkor minimalis tavolsagi dekédolassal minden t-hiba kijavithaté
gy, hogy minden s-hiba jelezheté.

Masrészt, ha egy koéd t-hibajavité és s-hibajelzé, akkor t + s < d.

Valéban, ha u és w két kodszo, amelyek tavolsaga d és t+s > d,
akkor az u kédszét t helyen megvaltoztatva agy, hogy ott
kiilonb6zzén u-t6l és megegyezzen w-vel,

akkor ha a v szét vessziik, azt u-ra kell javitanunk, de lehet, hogy
w-bdl keletkezett legfeljebb s hibaval.

Hibajavitas ismert hibahelyekkel

Tegyiik fel, hogy egy kod tavolsaga d és az atvitel soran t + r hiba
lépett fel,

ahol r hibanak ismerjiik a helyét

(példaul, mert a kédbetiiket paritasellendrzéssel viszsziik at).

Ha 2t 4+ r < d, akkor a hibakat ki tudjuk javitani:

Legyen u az eredeti kédszd, v a vett sz6, w egy tetszbleges kédszd.
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Jeldlje u,v és w azokat a szavakat, amelyeket gy kapunk, hogy az
adott r helyen all6 betiiket elhagytuk.

Valasszuk ki ezen "roviditett" kédszavak koziil azt, amelyik
legfeljebb t helyen tér el v-t4l:

ilyen egyetlen van, &, mert u # w esetén

d<d(uw) <du,w)+r<d(u,v)+d(v,w)+r < t+r+d(v,w),
ahonnan d(v,w) > t.

Az i ismeretében u egyértelmiien adodik,

mert u # w esetén U # w, hiszen r < d.

Masrészt, ha egy kéd barmely ismert r helyen és ismeretlen t helyen
felléps hibajat ki tudjuk javitani,

akkor 2t +r < d.

Ha u és w két kodszo, amelyek tavolsaga d és 2t +r > d,

akkor az u kdédszét t + r helyen megvaltoztatva Ggy, hogy ott
kiilonb6zzén u-t6l és megegyezzen w-vel,

akkor ha a v szét vessziik, azt u-ra kell javitanunk,

de lehet, hogy w-bél keletkezett legfeljebb t ismeretlen helyii
hibaval.
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Ismétléses kod

Legyen egy binarisan kédolt iizenethalmazunk és kiildjiik el az
lizenetet Ggy, hogy minden egyes bitet meghidromszorozzunk, azaz
ugyanazt a bitet haromszor egymas utan kiildjik.

A vétel helyén a harom Gsszetartozé bit koziil legalabb kett6 azonos
lesz, igy a minimélis tavolsagl dekddolas esetén a vett harom
bithez a tobbségi ddntés alapjan rendeliink egy bitet.

A dontési hiba még jelent8sen csokkenthetd, ha az eredeti egy bit
helyett nem harom, hanem 5,7,9,...,2n+ 1 stb., az eredeti bittel
azonos jegyet kiildiink.

Meghatarozott feltételek esetén igazolhatd, hogy n novekedésével a
dontési hiba valésziniisége 0-hoz tart.

Ebbél azonban hiba lenne arra kdvetkeztetni, hogy megtalaltuk a
szinte biztosan hibatlan adatatvitel médjat.

Egyrészt, mint emlitettiik az elbbi eredmény csak bizonyos
feltételek esetén teljesiil.
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Masrészt nézziik meg, hogy mi ennek az éara.

Az egyes bitek atvitelehez adott, 0-nal hosszabb id6re van sziikség,
igy n ndvekedésével az iizenet egy-egy bitjének atviteléhez
sziikséges id6 is ng és tart a végtelenhez,

vagyis az 1 valészintiséggel hibatlan atvitel esetén egyetlen bitnyi
lizenetet sem tudunk tovabbitani.

Az atviteli id6 ndvekedése egyben az atviteli kdltséget is ndveli, az
is tart a végtelenhez.

Szerencsére a helyzet nem ennyire rossz.

Shannon egy tétele szerint bizonyos feltételek teljesiilése esetén
lehet az lizeneteket Ggy kédolni, hogy az atvitel sebessége egy -
csak a csatornatol fiiggé -értéket,

a csatornakapacitast tetsz6legesen megkdzelitsen,

mikdzben a dekddolas hibaja tetszélegesen érték ala szorithaté.

A tétel elméleti jelent8ségli, ugyanis ilyen kédot nem sikeriilt
konstrualni és még ha sikeriilne is, akkor is hasznalhatatlan lenne a
gyakorlatban, olyan nagy lenne a kédszavak hossza és olyan nagy
lenne a kédszavak szama.
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A tétel fontossaga mégis felbecsiilhetetlen, ugyanis azt igazolja,
hogy lehetséges olyan kédot konstrualni,

amelynél mind a sebesség, mind a dontési hiba kielégit egy realis
elvarast.

Kétdimenziés paritasellen6rzés

A korabb targyalt paritaselemes kéd segitségével kdnnyen tudunk
egy minimalis tavolsagl dekddolassal 1-hibajavité kédot konstrualni.

Legyenek az iizenetek n-bites szavak, és tegyiik fel, hogy m
tizenetiink van.

Egészitsiink ki minden kédszét egy paritasbittel példaul paratlan
paritasiva,

majd m ilyen kédszébdl alkossunk egy blokkot.

Irjuk egymas ala a blokk n + 1-bites kédszavait és

most az egy-egy oszlopban allé6 m-bites sorozatokat egészitsiik ki
egy-egy paritasbittel, példaul paros paritasiva.

Az igy kapott n+ 1-bites széval kiegészitve a blokkot kapjuk az
eredeti m lizenet kédjat.
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A gyakorlatban ezt a kédolasi sémat példaul magnesszalagon
alkalmazzak és ott az egyes szavak nyolc bitb&l all6 bajtok, vagyis
n=38.

llyenkor szokas az egyes bajtok ellenérzésére szolgal6 paritasbiteket
VRC-nek nevezni,

ami a Vertical Redundancy Check (keresztiranyl ellendrzés)
kezdébetiiibsl allé rovidités,

mig az ellen6rzé bajt az LRC, azaz Longitudinal Redundancy Check
(hossziranyl ellenérzés.)

Ez a rendszer barhol felléps egyetlen hiba esetén képes azt javitani.

Ha ugyanis b; ; és csak ez a bit hibas,
akkor pontosan egy hiba van az i-edik széban,
tehat ennek ellenérzése soran hibajelzést kapunk.

Az Bsszes tobbi sz6 ellenérzése azt adja, hogy azokban nincs hiba,
és hasonléan, a j-edik és csak a j-edik oszlop ellenérzésénél
hibajelzésre keriil sor, vagyis a két eredménybél azt kapjuk, hogy az
i-edik szé j-edik bitje és csak ez a bit hibas, amit ennek a bitnek a
komplementalasaval kijavithatunk.
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Eszerint azonban minden olyan esetben, amikor az i-edik és csak az
i-edik széban, valamint a j-edik és csak a j-edik oszlopban kapunk
hibajelzést, azt gondoljuk, hogy ez a bit hibasodott meg, és ezt
"javitjuk", vagyis az ellenkez8jére valtoztatjuk.

Pedig kdnnyen belathatjuk, hogy ellen&rzésekor ugyanerre az
eredményre jutunk akkor is, ha minden oszlopban és minden
széban, kivéve a j-edik oszlopot és i-edik szét, paros szamu hiba Iép
fel (ebben beleértve a hibatlan esetet is 0 hibaval), mig a kitiinetett
i-edik széban és j-edik oszlopban is a hibak szama paratlan.

llyen példaul, ha az i-edik széban a j + 1-edik bit, valamint az

i + 1-edik sz6 j-edik és j + 1-edik bitje, tehat dsszesen harom bit
hibasodik meg.

A vétel helyén semmilyen médszerrel nem tudjuk eldonteni, hogy
valéban egy hiba tdrtént-e, és igy helyesen javitunk, vagy a
megfigyelt hibajelzés tobb hiba egylittes hatasa, aminek
kovetkeztében vagy egy addig helyes bitet "javitunk" helytelenre,
vagy egy tényleg hibas bitet javitunk, de még tovabbi, felderitetlen
hiba is van a vett iizenetben.
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Hasonl6an eléfordulhat, hogy volt hiba, de észre sem vessziik,
nevezetesen, ha minden széban és minden oszlopban a hibdk szdma
paros.

Ennek tipikus példaja, amikor négy hiba egy téglalap négy sarkaban
lép fel,

ahol a téglalap két éle egy-egy széban van.

Végiil el6fordulhat, hogy egynél tobb széban, illetve egynél tobb
oszlopban kapunk hibajelzést,

amikor biztosan tudjuk, hogy volt hiba, de a hibak szama egynél
nagyobb,

igy javitasra ebben a rendszerben nincs lehet&ségiink.

Ennek legegyszer(ibb példaja, amikor pontosan két hiba Iép fel.

A most ismertetett rendszert nevezhetjiik
kétdimenziés paritasellenérzésnek.

llyet hasznalnak nagy magnesszalagos taroloknal

(egy bizonyos rogzitési méd esetén, mert tobbféle is létezik),
ahol egymas mellé irjak ki egy kiegészitett bajt 9 bitjét és az
adatokat mindig blokkosan taroljak.
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Ebben az esetben keresztiranyban paratlanra, mig hossziranyban
parosra egészitenek ki.

Hamming-korlat

Ha egy g elem(i abc n hossza szavaibél allé6 C kéd t-hiba javitd,
akkor barmely két kédszéra a téliik legfeljebb t tavolsagra lévé
szavak halmazai diszjunktak.

Mivel egy kédszétdl j tavolsdgra pontosan
1 (g — 1) sz6 van, azt kapjuk, hogy

h(QZ(;)(q—l)qu"-

Jj=0

Ez a Hamming-korlat a kédszavak szamara.

Ha az egyenléség teljesiil, akkor a kédot tokéletesnek nevezziik.

Mivel kevés tokéletes kéd van, a gyakorlatban az alabbi korlat
fontosabb.
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Singleton-korlat

Ha egy g elemii abc n hosszi szavaibél allé C kéd tavolsaga d,
akkor minden kédszébél elhagyva d — 1 betiiit (ugyanarrél a d —1
helyrél)

még mindig kiillonboznek a kédszavak, de csak n — d + 1 hosszaak.
Innen a kédszavak szamara azt kapjuk, hogy

1(C) < ¢""9*, ez a Singleton-korlat.

Ha egyenléség all, a kédot

maximalis tavolsagi szeparabilis kédnak, MDS-kédnak nevezziik.

Ekkor 5(C) = ¢*, ahol k =n—d + 1.

A szeparabilis (elvalaszthat6) kéd elnevezést az indokolja, hogy
(barmely) rogzitett d —1 = n— k helyen all6 betiiket elhagyva a
kédszavakbdl, qk kulonboz8 sz6 marad,

ezért a kédolast véegezhetjiik Ggy, hogy az lizeneteket leképezziik
ezekre a szavakra,

majd kiegészitjiik ellendrzé betiikkel,

igy az ellen6rzé betlik elvalaszthaték a kédolé betiiktél.
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Linearis kéd
Ahhoz, hogy a kddolas és a dekédolas minél egyszeriibb legyen,

a kédolashoz olyan rendszereket célszerii alkalmazni, amelyek
rendelkeznek valamilyen bels§ struktiraval.

J6 kodok konstrualhatéak algebrai rendszerek segitségével.

A gyakorlatban alkalmazott kédok jelent8s része linearis kéd:
Ha K véges test, akkor a K elemeibdl alkotott rendezett n-esek a
komponensenkénti dsszeadassal,

valamint az n-es minden elemének ugyanazzal az elemmel valé
szorzasaval

egy K feletti n-dimenziés K" linearis teret alkotnak.

Ennek a térnek barmely altere egy linedris kdd.

Ha az altér k-dimenzids, a kéd tavolsidga d és a test elemeinek
szama g,

akkor az ilyen kédot [n, k, d]gq kédnak nevezziik.

Ha nem lényeges a megadasa, akkor elhagyhaté a jeldlésbél d,
illetve g.
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Itt a Singleton-korlat k < n—d + 1.

Linearis kédnal mindig feltessziik, hogy a kédolandé iizenetek K*
elemei, azaz a kédabc elemeibdl képzett k-asok.

A paritasbites kéd altalaban nem lineéris, de ha péros sok egyesre
egészitiink ki, akkor mar linearis F, felett.

Generatormatrix, ellen8rzé matrix, szindréma

A K véges test feletti [n, k] linearis kédnal célszerii a kédolast egy
Kkt C C K"-re képezé G (kdlcsdndsen egyértelmii) linearis
leképezésnek valasztani, ahol C a kddszavak altere.

Ezt a matrixaval jellemezhetjiik, ez a kédolas generatormatrixa.

Egy a szokasos bazisban vett matrix pontosan akkor
generatormatrix, ha az oszlopai bazist alkotnak a kédszavak
terében.

A hibajavitasra hasznalhat6 egy (tetszéleges) H : K" — K"k
sziirjektiv linedris leképezés, amelynek a magja C; egy ilyen
leképezést ellenérzé leképezésnek, matrixat egy a kéd
ellenérz6 matrixanak nevezziik.
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Ha v € K", akkor a v-hez tartozé szindréma (jellemz§), az s = Hv
vektor pontosan akkor nulla, ha v kédszé.

A két leképezés csak az koti &ssze, hogy G képtere H magja:
mindkettd a kédszavak halmaza.

Ezért a kédszavak halmazat barmelyik leképezés megadja.

A hibajavitas nem fligg G-tdl, csak a kédszavak halmazatdl.

Az ellen6rz6 matrix segitségével is meghatarozhaté a kéd salya:

az ellen6rz6 matrixnak pontosan akkor van m oszlopa, amelynek
megfelels vektorok linearisan fiiggéek, ha van olyan kédszé,
amelynek salya legfeljebb m.

A kodolo leképezést célszerii tgy megvalasztani, hogy a kédszavak
meghatarozott helyein az lizenet betiii alljanak, mert ekkor a
hibajavitas utan nincs mas dolgunk, mint az "ellen6rzé" betiiket
elhagyni.

Ilyenkor szisztematikus kédoldsrol beszéliink.

Linearis kédolasnal ez elérhets példaul agy, hogy elemi
oszlopmiiveletek hasznalataval, hasonléan, mint a
Gauss-eliminaciénal.
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Atalakitjuk a generatormatrixot. Az elemi oszlopmiiveletek nem
valtoztatjak meg a transzformacié értékkészletét.

A kddszavak betiiit alkalmasan permutalva, azt is elérhetjiik, hogy
az lizenet betiii a kédszénak az elére megadott k helyén allnak:

a permutacié nem véltoztatja meg a linearitast és a silyt.

A szindréma felhasznalhaté a hiba javitasara.

Szindrémadekddolas

Az el6z6 pont jeldléseivel, ha s € K"k legyen e(s) a H 1(s)
halmaz egy olyan rogzitett vektora, amelynek silya az adott
mellékosztalyban minimalis.

Ezeket az e(s) vektorokat mellékosztaly-vezetének fogjuk nevezni.

Ha ¢ € K" egy kédsz6, v € K" a vett sz6, e = v — ¢ a hiba és ha
w(e) < d/2, tehat ha a hiba javithatd,

akkor He(s) = s = Hv = He, igy w(e(s)) < w(e), ahonnan
w(e—e(s)) <d.

De H(e —e(s)) =0, igy a kiildnbség kédszo,

tehat e = e(s), igy ¢ = v — e(s), a hibat kijavitottuk.
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A szindrémadekédolas tarigénye sokkal kisebb, mint a tablazattal
valé dekddolaseé,

mert itt csak a mellékosztalyvezetSket kell tarolni, de még mindig
nagyon nagy lehet.

Példa:Fano-kéd

A 3.4 abran lathat6 a Fano-sik felhasznalhaté hibajavité kéd
konstrualasara.

Megszamozva a pontokat 1-t6l 7-ig, a kédszavak az egyenesekhez
tartoznak:

olyan bitsorozatok, amelyekben az adott egyenesre illeszked6
pontoknak megfelel§ bitek egyesek, a tobbi nulla, illetve ezek egyes
komplemensei.

Kédsz6 még a csupa nulla illetve csupa egy bitsorozat.

lgy egy [7,4, 3], linearis kédot kapunk.

Ez a kdd tokéletes kdd, de nem MDS-kéd.
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Olyan matrix, amibél oszlopmiiveletekkel

(az els oszlopot hozzdadva minden tovabbihoz,

majd a kapott masodik oszlopot hozzadadva az els6hoz és a
harmadikhoz,

ezutan a kapott harmadik oszlopot hozzaadva a masodikhoz,
végiil a negyedik oszlopot hozzaadva a masodikhoz és a
harmadikhoz) a

Generator matrixot kapjuk, amely szisztematikus kédot ad, a
kédolandé sz6 a kdédszé elejére keriil.

Jeldlje by, by, b3 és by ezen matrix oszlopainak megfelel§ vektorait
Fi-nek, ey, €, ... e7 illetve f1, o, f3 az 5 illetve F3 szokdsos
bazisat.

A H leképezést definialjuk azzal, hogy a

bla b2) b3) b4) €5, €6, €7

bazis els6 négy vektorat nullaba, az utolsé harmat pedig rendre
f1, o, f3-ba viszi.
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Mivel 1 = by —eg — €7, &2 = bp —e5 — €7, 3 = b3 — e5 — €5 és
€4 = by — e5 — e — €7 a szokasos bazisban a

ellen8rzé matrixot kapjuk.

A Fano-kéd pontosan 1-hibajavité-kéd.

Példa: Reed-Miiller-k6dok

[F% pontjait szamozzuk meg 1-t8l 2'-ig és

legyen 0 < r < t rogzitett.

A kédszavakat gy kapjuk, hogy

minden egyes r-dimenziés affin sokasaghoz hozzarendeliink egy
nulla-egy sorozatot:

az adott affin sokasagra illeszked6 pontoknak megfelelé helyre
egyest, a tobbi helyre nullat irunk,

valamint tekintjiik még a csupa nulla és a csupa egyes bitsorozat.

Ez egy binaris [n, k, d]», ahol n =2!, d = 2" és

k:ZJf_O<;>.
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A t =5, r = 4 paraméterekkel ad6dé [36, 6, 16], kédot hasznaltak
a Mariner 9 Mars-szonda képeinek Foldre kiildésére:

egy pixel 64 lehetséges arnyalatot tartalmazott.

Hamming-kéd

Az Ggynevezett Hamming-kéd egyetlen hiba javitasara alkalmas
linearis kod.

Legyen m > 1.

Az ellenérz6 métrix oszlopai (a szokasos bazisban) azok Fg’
vektorok, amelynek az elsé nem nulla komponense 1.

A matrix oszloprangja nyilvan m, igy a megfelel§ linearis leképezés
képtere IFg.

Az oszlopok szama
n=1+q+q¢>+---+¢g™m1=(¢g™—1)/(qg—1) és a kédszavak
k = n— m dimenziés alteret alkotnak.

Mivel az ellendrzé matrix barmely két oszlopa linearisan fiiggetlen, a
kéd tavolsaga legalabb 3.
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Tobb nem lehet, mivel a kéd tokéletes 1-hibajavito:
g“(L+n(lg—1)=q*(1+¢"—1) =¢"+k=q"
A hibajavitas a szindréma segitségével kdnnyen elvégezhetd:

ha csak egy hibaja van, akkor az e hibavektornak egyetlen nem
nulla koordinataja van, legyen ez «.

Az s = He szindréma a H matrixa valamelyik oszlopanak az
X-SZOrosa.

Mivel minden oszlop legels6 nem nulla eleme 1, a szindréma legelsé
nem nulla eleme «.

Ennek ismeretében, a szindrémat osztva «-val, megkereshets, hogy
melyik oszlopot kapjuk;
ez a koordinataja volt hibds az iizenetnek.

Polinomkd6dok

Lineéris kédnal a szavak k hosszii kédolandé szavak tekintheték I
feletti k-nal alacsonyabb foki polinomoknak is, a betiiket nullatdl
indexelve.
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Ha a kédolast agy végezziik, hogy ezt a p polinomot beszorozzuk
egy rogzitett m-ed fokd g polinommal

(me N*),

akkor linearis kédot és kédolast kapunk, n = m+ k hosszi
kédszavakkal, mivel a p — pg leképezés kdlcsondsen egyértelmii.

Az ilyen tipusi linearis kédolast polinomkédolasnak nevezziik, a g a
kéd generatorpolinomja.

A generatorpolinomrél feltehetjiik (és a tovabbiakban is feltessziik),
hogy fépolinom,

hiszen osztva a féegylitthatéval, a kédszavak halmaza nem valtozik.
A generatorpolinomot nem célszer(i Ggy valasztani, hogy konstans
tagja nulla legyen,

hiszen ekkor minden kédpolinom konstans tagja is nulla,

igy a kédszavak nulla indexi betiije nem hordoz informaciét.

A tovabbiakban ezért mindig feltessziik, hogy a generatorpolinom
konstans tagja nem nulla.
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Mivel a generatorpolinom is kédsz6, a kéd salya nem lehet
nagyobb, mint a generatorpolinom silya és

mivel a k (és igy n) novelésével a kédszavak halmaza béviil, a kéd
stlya csak csokkenhet.

A korabbi tétel szerint elég nagy j-re g(x)lxqi — X, igy

g(X”XqJ;I - L,

azaz n > ¢/ esetén a kod salya mar csak kett6.

Egyébként, ha g(x)Ix’ — 1, akkor n = I esetén a kéd ciklikus kéd-:
ha apa; ...an 2an_1 egy kodszo, akkor a, 1a9a; ...an o is kodszé:
an_1 + agx + a1x® 4+ ...ap_ox" !
=x(ag + aix+ -+ apox" 2 +a,_1x" 1)

—ap-1(x" —1),

igy oszthaté g(x)-el.

Polinomkdédolas esetén kdnnyen készithetiink szisztematikus kédot
is:

ha p az lizenetpolinom, akkor p(x)x™-et maradékosan osztva
g(x)-el p(x)x™ = g(x)g(x) + r(x);
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a kodszo legyen p(x)x™ — r(x):

a végén az eredeti iizenet betdi allnak.

Mivel az x™-mel val6 szorzds és a maradékképzés lineéris, ez
linearis kodolas.

Az lizenet ellenGrzése is egyszerii:

megnézziik, hogy oszthaté-e g(x)-szel.

CRC-kédok

Egyszer, csak hibajelzés szolgalé F; feletti polinomkédok az
agynevezett CRC,

vagyis Cyclic Redundancy Check, "ciklikus ellenérzés" kédok.
A kédolas a fent leirt.

Megjegyezziik, hogy IF, felett

(s6t minden Fg felett, ahol g kettShatvany) r(x) = —r(x).
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A CRC-kédok hibajelzé képessége

A paritasbites ellenérzéssel mar foglalkoztunk.

A tobbi CRC-polinom a fenti tablaban mind vagy irreducibilis,
vagy x + 1 = x — 1-szeresei egy irreducibilis polinomnak.

A kéd silya legalabb 2, mert x-hatvanya nem lehet kédpolinomok
kozott.

A kéd silya mindaddig nagyobb, mint kett§,

ameddig meg nem jelenik a kédpolinomok kdzott egy

xIt + xI = xI(x! — 1) alaka polinom.

Mivel a konstans tag nem nulla, ez csak akkor lehet, ha g(x)lx’ —1.
Ekkor viszont x7 —1 = (x! — 1)(xU=D 4 x0=2 ... 4 1) is &s
igy x™ — xJ is tobbszorose g-nek.

Ha g egy m-ed fokd (m > 1) irreducibilis polinom, akkor a korabbi
tétel szerint g(x)[x*" — x-nek,

azaz g(x)|x*" 1 —1.

Legyen / a legkisebb olyan érték, amelyre g(x)|x’ — 1.



Mivel 2™ —1 =il 4+ j esetén x) —1 =x>""1 —1— (xH —xI) is
oszthaté g(x)-szel, /]2™ — 1.

EllenGrizve a lehetséges értékeket szamitégéppel,

| meghatarozhaté.

Ha a kédhossz nem nagyobb, mint /, a kéd sdlya legalabb 3.

Ha a CRC-polinom x — 1-szer egy m-ed fokd g(x) irreducibilis
polinom,

akkor minden kédszé is x — 1 tobbszdrdse, igy csak paros lehet a
salya.

A fenti gondolatmenet itt is érvényes a legkisebb / kitevére,
amelyre x/ — 1 tébbszorése a kédpolinomnak, /[2™ — 1,

aminek alapjan / meghatarozhaté.

Itt a kéd silya legalabb négy, hiszen nagyobb, mint 2 és paros.

Megjegyezziik, hogy a kéd salya nem lehet tal nagy, ha n nagy.
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Példaul 32 bites CRC polinomnal, ha n = 84,
akkor a kéd nem lehet 7-hibajavitd,

4 :
mert < 87 > > 232, tehat a Hamming-egyenlStlenség nem

teljesiilne,

igy tavolsaga kisebb, mint 15;

ha n = 124, akkor a kéd lehet 6-hibajavité,

124 S 032

tehat a Hamming-egyenl&tlenség nem teljesiilne, igy tavolsaga
kisebb, mint 15 stb.

Végiil megjegyezziik, hogy minden CRC-kéd jelez minden olyan
hibat,

amelynél a hibas bitek egyetlen olyan intervallumba, "hibacsomdéba
esnek, amelynek hossza legfeljebb a CRC-polinom foka:

ekkor ugyanis a hibapolinom e(x)x’ alaki, ahol e(x) foka kisebb,
mint a CRC-polinom foka, igy nem lehet oszthat6 az utébbival.

mert
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Golay-kédok

A [23,12,7]> Golay-kédot az x'1 + x10 4+ x0 + x5+ x* + x> +1
polinom generalja és tokéletes kéd.

Ezzel a kéddal védik a miiholdas miisorszéras
szolgaltatasazonositasat.

A [24,12,8], Golay-kédot ebbdl Ggy kapjuk, hogy minden kédszét
kiegészitiink paros paritasara.

Ezt a kédot hasznaltak a Voyager (irszondak szines képek
tovabbitasara.

A [11,6,5]3 Golay-kédot az x5 + x* + 2x3 + x? + 2 polinom
generalja és tokéletes kéd.

A [12,6,6]3 Golay-kédot gy kapjuk, hogy minden kédszét
kiegészitiink

gy, hogy a jegyek &sszege modulo harom nulla legyen.

A kédok szoros kapcsolatban allnak egyszerii csoportokkal:
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példaul Sy3 illetve Sy4 azon permutaciéi, amelyek a megfelels
binaris kédot dnmagaba viszik,

egy 10200960, illetve 244823040 elemii egyszer(i csoportot
alkotnak.

Vandermonde-determindns
Ha

X1y X2 v Xm

egy K test elemei, akkor

1 1 1 1 1
X1 X2 X3 Xm
-1 —1 —1 m—1
Xy Xy X3 X

matrix determinansa

IT G6—x)

1<i<j<m
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Bizonyitas

Az m szerinti teljes indukcidval:

vonjuk ki a masodiktdl kezdve minden sorbdl a felette all6
X1-Szeresét.

Reed-Solomon-kédok

Legyen most K egy tetszGleges véges test, alkossak az abc-t ennek
elemei, a K elemszamat jeldlje g.

Legyen a K egy nem nulla « elemének multiplikativ rendje n.
Ekkor az o/, 0 < i < n elemek paronként kiildnbbznek és
mindegyik gyoke az z” — 1 € K|z] polinomnak,

ezért megadjak ezen polinom Gsszes gyokét.

lgy 2" —1 =175 (z— o).

Legyen 0 < k<n, m=n—késg=[[",(z—a).

Ez a polinom egy K fol6tti, m-edfoka f6polinom és nyilvan osztéja
a z" — 1 polinomnak.

A g mint generatorpolinom altal megadott [n, k] polinomkéd a g
vagy az « ) altal generalt Reed-Solomon-kéd:
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Most tekintsiik a polinomok C halmazanak egy c elemét.

Mivel g osztéja c-nek, g minden gydke gydke c-nek is, vagyis
cla!)=0,ha0<i<m.

Forditva, ha u € K" és minden 1 < i < m-re u(a’) =0,

akkor valamennyi i-re z — «' osztéja u-nak,

de akkor ezek legkisebb kdzds tdbbszorose,

azaz a szorzatuk, tehat g is osztéja u-nak,

vagyis ez esetben v a kédhoz tartozik.

Ez azt jelenti, hogy u € K" akkor és csak akkor eleme a kédnak,
ha g valamennyi gySke egyben u-nak is gydke,

vagyis ha minden 1 </ < m-re Z}’;&(oc’)fuj- =0.

lgy a hij = o (1 <i<m0<j< n) matrix egy ellenérz6 matrix:
a hozza tartozé H linearis leképezésre Hu = 0,

akkor és csak akkor, ha v € C.

A kéd salyanak meghatarozasahoz megmutatjuk, hogy H
matrixanak barmely m oszlopa lineérisan fiiggetlen.
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Legyen 0 < ji1 < -+ < jm < n és nézziilk a matrix j; indexi
oszlopait.

Ezek a matrix egy m-edrendii kvadratikus részmatrixat adjak,
amelynek /-edik oszlopaban az i-edik elem

hij, = (o)t = (od?)".

Most nézziik ezen részmatrix determinansat.

A determinans /-edik oszlopaban minden elembg| kiemelhets od.

Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezért az eredeti determinans akkor
és csak akkor 0,
ha a kiemelés utan kapott determinans értéke 0.

A kapott determinans /-edik oszlopaban odt egymas utan kovetkezs
hatvanyai allnak, a 0 kitev8s hatvannyal kezdve,
vagyis ez egy Vandermonde-determinans.

lgy az el6z6 allitas szerint a determinans értéke

1_[0§5<t“<m((st — o) 7é 0,
ami azt jelenti, hogy a matrix barmely m oszlopa linearisan

fiiggetlen.



Ebbdl a kéd d tavolsaga nagyobb, mint m

és igy (mivel nagyobb nem lehet) d = n— k+ 1 azaz a kéd
MDS-kéd,

tehat elég nagy m esetén tébb hiba is javithaté.

Reed-Solomon-kéd dekddolasa

A Reed-Solomon-kéd linearis, tehat a hiba javithaté példaul a
szindrdémadekédolassal,

de mutatunk egy ennél Iényegesen praktikusabb hibajavitast.
Legyen adott egy [n, k, d]5 Reed-Solomon-kéd,
m=n—k,d=n—k+1=m+1 g=[[",(z—«) a kéd
generatorpolinomja, e a hibavektor és

L(z) = H{j:eﬁo}(l — o/ z) az ugynevezett hibahelypolinom.
Ennek ismeretében a hibak helye meghatarozhaté:
megkeressiik, hogy mely «7-k gybkei L(z)-nek és ezen j-k
megadjak a hibak helyét.

Legyen E(z) = Z{j:eﬁéo} ocjeij(z) az (gynevezett
hibaértékpolinom, ahol L;(z) = L(z)/(1 — odz), ha ej # 0.
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Ha még E(z)-t is ismerjiik, akkor a hiba javithat,
mert rogzitett j esetén Li(oc/) akkor és csak akkor nem nulla,
ha i =j, ezért E(/) = odejLj(x /) igy

_E (o)
7 L)
A kovetkezs tétel lehetévé teszi a két polinom gyors és igen kis
tarigényii kiszamitasat a szindréma segitségével.
Tétel
Legyen s(z) a szindrémahoz tartozé polinom.

Az el6z6 pont jeldléseivel tegyiik fel, hogy a hibahelyek széma, azaz
L(z) fokszama legfeljebb m/2

(ami azzal ekvivalens, hogy kisebb, mint d /2,

azaz hibajavitas egyaltalan végezhetd).

Alkalmazzuk a bévitett euklideszi algoritmust az

a(z) = z™ és b(z) = s(z) polinomokra.
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Az ottani jel6lésekkel legyen | a legkisebb index,

amelyre deg(r;) < m/2 és legyen r; = ax; + by;.

Ekkor y;(0) # 0 és L(z) = y,(2)/y(0), E(z) = ri(z)/y(0).
Bizonyitas

El6szor megmutatjuk, hogy z™ osztja az E(z) — L(z)s(z)
polinomot,

ahol s(z) =sg+s1z+ -+ spn_12
polinom.

Valéban

m-1 3 szindrémahoz tartozé

E(z) — L(2)s(z) = Z odeLi(z) — L(z) Z siz'

{J:6j#0} i=0

Y Aejlilz) = > L) | D (Y

{J:6j#0} i=0 Jj=0
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{j:6#0) = ;
=) (“jeij(Z) — odel(z) mzl(od):z:>
{j:670) —
- {j:e,-Z;éo} (“j L;(z) — ejLz) > 1__(“;jzz)m>
= Y (deLi(z) — deL(2)(1 — (d2)™))
60}

=zM Z ocj(mﬂ)eij(z).
{j:e;#0}

Ez azt jelenti, hogy alkalmas f(z) polinommal
E(z)=1(z)z™+ L(z)s(z).
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lgy z™ és s(z) legnagyobb k&z6s osztéja E(z)-nek és
fokszama legfeljebb annyi, mint E(z) fokszdma, ami kisebb, mint
m/2.
Igy van olyan maradék az euklideszi algoritmus alkalmazasa soran,
amelynek fokszama kisebb, mint m/2.
Az E(z) = f(z)z™ + L(z)s(z) egyenlet y;(z)-szeresébdl kivonva az
rn(z) = a(z)x(z) + b(2)yi(z) = 2"x/(z) + s(z)yi(2)
egyenlet L(z)-szeresét azt kapjuk, hogy (1)
E(2)yi(z) — L(z)n(z) = (f(2)y(z) — L(z)x(2))2"™.

Azt akarjuk megmutatni, hogy a zaréjelben all6 polinom nulla.
A bévitett euklideszi algoritmus az
ro=anr =byxo=1,x =0,y =0,y1 =1 kezdAlértékkel indul.

Megmutatjuk, hogy (2)
deg(y;) = deg(a) —deg(rj_1)
és _
Xj—1Yj — Xjyj—1 = (=171, ha_j>.0.
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Mindkét allitas teljesiil j = 1-re.
Indukciéval

deg(yj+1) deg(yj—1 — qjy;) = deg(qjy;) = deg(q;) + deg(y;)

= deg(rj—1) — deg(r;) + deg(a) — deg(rj—1)
deg(a) —deg(r;)

és

Xiyjs1 — Xj1yj = xi(vi1 — &) — (1 — gixj)y; = (1)
Térjiink vissza (1)-hez.
Mivel | valasztasa és (2) miatt

deg(y;) = deg(a) —deg(rj—1) < m—m/2 =m/2.

deg(E) < m/2, deg(r;) < m/2, deg(L) < m/2, a bal oldal foka
kisebb, mint m,
igy (1)-ben a zaréjelben csak nulla allhat.

Innen Ey; = Lrj és fy; = Lx.



Mivel definiciéjuk szerint E és L relativ primek, valamint (3) szerint
x; és y; is, innen az kovetkezik, hogy

L osztéja y;-nek és y; osztéja L-nek, tehat asszocialtak,

azaz L = cy; valamely nem nulla konstassal.

Innen E = cr; ugyanazzal a konstanssal.

Mivel L konstans tagja 1, kapjuk az allitast.

Kdédrovidités

Néhany kéd, példaul a Reed-Solomon-kéd csak meghataroztott
hosszakban konstruélhatd.

llyenkor segit a kédrdvidités.

Tetsz6leges kédra gy(jtsiik 6sste mindazokat a kédszavakat,
amelyekben egy adott helyen egy adott betii all.

Csak ezeket fogjuk hasznalni és a kédolas utan az adott helyen allé
adott betiit kihagyjuk,

a dekddolas el6tt pedig Gjra beirjuk.
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A kodrovidités nem csdkkenti a tavolsagot
(ha a roviditett kédnak egyaltalan még van tavolsagra).

Linearis kédnal azokat a kédszavakat érdemes felhasznalni a
roviditett kddban,

amelyekben az adott helyen nulla all,

mert ekkor a rdviditett kod is linearis lesz.

Ha egy [n, k, d]q linearis kédot igy roviditiink,

akkor azon kédszavak C’ altere,

amelyekben az adott helyen nulla all az eredeti kédszavak C
alterének egy alterét,

igy a C Abel-csoportnak egy részcsoportjat alkotja,

tovabba barmely két C-beli kédszé kiilonbsége,

amelyekben az adott helyen ugyanaz a betii all, a C”-ben van,
igy C’ indexe C-ben legfeljebb g, ahonnan C’-nek legalabb g*—!
eleme van.

lgy k vagy nem valtozik, vagy eggyel csokken.
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Ha az eredeti kéd MDS-kéd volt és k > 1, akkor a roviditett is az
marad,

mert a d = n— k + 1 egyenlGségben a bal oldalon d csak néhet,
a jobb oldalon n eggyel csokken, k viszont legfeljebb eggyel
csokkenhet,

igy a Singleton-korlat miatt egyik oldal sem véltozhat.

Kddok direkt szorzata

dgy mint a kétdimenzids paritasellenérzésnél, két kéd
felhasznalasaval készithetiink egy harmadik kédot:

el6bb keresztiranyban kédolunk az elsé kéddal, majd hosszirdnyban
a masodikkal, vagy forditva.

Az igy kapott kod a kédok direkt szorzata.

Ha az egyes kédok tavolsaga di és d», akkor a direktszorzatuk
tavolsaga legalabb d d»; valéban, két kiilonb6z6 kédszé, ha
valamely sorban kiilonbozik, akkor ott legalabb d; helyen kiildnbozik
és legalabb d, ilyen sornak kell lennie, mert egyébként nem lehetne
olyan oszlop, amelyben a két kédban legalabb d> helyen kiilonbézik.
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Példaul a DVD-n az adatokat (egyebek kozt) egy [208,192]56 és
egy [182,172],56 rividitett Ree-Solomon-kéd direkt szorzata védi.

Kaszkad kédok
Egy tovabbi k6dotvoz eljaras a kaszkad kod.

Tegyiik fel, hogy egy kod betiii megfeleltetheték egy masik kéd
adott hosszisagu szavainak.

Kédoljuk el6szor az elsé kéddal, majd a kapott kédszé betdiit
kédoljuk masodik kéddal.

Ha az els6 koéd tavolsaga dido, hiszen két kiilonb6z6 kédszé az elsé
kdédolas utan legalabb d; betiiben

és ezek mindegyikének a kédja a masodik kédola utan legalabb ds
helyen kiilonbozik.

A legegyszer(ibb példa kaszkad kédra,

amikor egy [n, klo56 Reed-Solomon-kéd utan bajtonként paritasbitet
képeziink.
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Adatatszovés

Az atvitel soran a hibak gyakran hibacsomdkban, idegen széval
burstékben jelentkeznek.

Bar példaul a Reed-Solomon-kédok alkalmasak rovidebb
hibacsomék javitasara is,

a hosszabb hibacsomék talterhelik a kédot.

Ez ellen agy védekezhetiink, hogy a kédolas utan az egyes blokkok
adatait szétszérjuk:

ez az adatitszdvés.

A legegyszeriibb esetben valahany adott hosszisagi blokkot
sorfolytonosan helyeziink el egy matrixban,

majd az adatokat oszlopfolytonosan olvassuk ki onnan,
dekddolas elétt pedig forditva végrehajtva ezt, visszaallitjuk az
eredeti sorrendet.
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Algoritmusok

Szamitasi modellek
Szamitasi eljaras

Egy szamitasi eljaras alatt egy C = (Q, Qp, Qk, f) négyest értiink,
ahol @ az allapotok halmaza a Q, C @ és Qx C Q részhalmazai a
bemeneti allapotok, ill. kimeneti allapotok halmazai, az f: @ — Q
atmeneti fliggvény pedig egy olyan fiiggvény, amely Q, elemeit
pontonként fixen hagyja, azaz amelyre f(q) = g, ha g € Q.
Minden x € Qp bemeneti allapot definial egy go, 1,2 ... szamitasi
sorozatot a

Go=x és qni1 =1(qn), ha n>0
osszefiiggéssel.
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Azt mondjuk, hogy az x bemenetre a szamitasi sorozat n lépésben
véget ér, ha n a legkisebb olyan egész, amelyre g, € Qx; ekkor

Gn = gni1 = Qni2 = ... a szamitas eredménye.

Eléfordulhat, hogy egy szamitasi sorozat nem ér véget.

PL. Euklideszi algoritmus

Szimulalas
Azt mondjuk, hogy a

C, = (Qla Q[,;a Qé) f,)
szamitasi eljaras a

C= (Q) Qb) Qka f)

szamitasi eljarast szimuldlja, ha van olyan g: Qp — Q[, figgvény, a
bemeneti kédolas, olyan h: Q" — @ fliggvény, az allapotdekédolas
és olyan k: Q" — N7 fiiggvény, hogy
(1) ha x € Q, akkor a C szamitas pontosan akkor adja az y
eredményt, ha van olyan y’ € Q;, hogy g(x) bemenettel a C’
szamitas az y’ eredményt adja, és h(y’) = y;
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(2) ha g’ € Q, akkor f(h(g")) = h(f'k(@")(g")), ahol F'¥(a") azt
jelenti, hogy az f’ leképezést k(q')-szor ismételjiik.

Barmely szamitasi eljarast szimulalja sajat magat.

Ha a C’ szamitasi eljaras szimulalja a C szamitasi eljarast, a C”
szamitasi eljaras pedig szimulalja a C’-t, akkor C” szimulalja C-t.
Példaul: bévitett Euklideszi algoritmus

Szimulacids sebességének Gsszehasonlitasa

A szimulacié definiciéjaban szerepl6 k fiiggvény megadja, hogy a
szimulalt eljaras egy 1épését ( a g allapottdl fliggben) a szimulalé
eljaras hany lépésben szimulalja.

Ha a k azonosan 1, akkor azt mondjuk, hogy a szimulacié valés
idejd.

Ha a k fliggvény korlatos, akkor Ggy tekintjiik, hogy a
sebességkiilonbség nem lényeges.

Az alabbi definicio, amelybe a "konstans elhanyagolasa" be van
épitve, az ilyen tipusi sebesség Gsszehasonlitasokat teszi egyszeriien
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Ordé Legyen f : N — R egy szamsorozat.

Jeldlje O(f) (nagy ordé6 f, vagy O(f(n)) mindazon g: N — R
szamsorozatok halmazat, amelyekre van olyan (g-tél fiiggd)

C € R" konstans és N € N index, hogy |g(n)| < C|f(n)|, ha n >
Ha f és f*, ill. g és g* véges sok tag kivételével megegyeznek,
akkor g € O(f) pontosan akkor teljesiil, ha g* € O(f*) teljesiil.
Ezért a jeldlést akkor is hasznalni fogjuk, ha f vagy g (vagy mind
kettd) véges sok indexre nincs értelmezve.

Gyakran pontatlanul g € O(f) helyett azt irjak, hogy g = O(f).
Ha g egy legfeljebb k-ad fokd polinom, akkor g(n) € O(n*), vagy
pontatlanabbul g(n) = O(n¥).

<

Algoritmus

Tobb pédat lattunk mar algoritmusra, de az algoritmus fogalmat
nem definidltuk. Ez nem okoz problémat minaddig, amig olyan
problémakkal nem keriiliink szembe, amelyeknek a megoldasara
nem taldlunk algoritmust.
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Ha ilyen problémara akadunk, felmeriil, hogy van-e egyaltalan
algoritmus az adott problémara.

Ha meg akarjuk mutatni, hogy nincs, akkor definialnunk kell, mit is
értiink algoritmuson.

Mivel tobb gyakorlati problémara nincs algoritmus, az ilyen negativ
eredmények nagyon fontosak.

Olyan szamitasi eljarasok érdekelnek benniinket, amelyek
szamitogépen szimulalhatok.

Bizonyos szamitasi eljarasok biztosan nem szimulalhatdk a
szamitogépen.

Példaul valés szamok lanctortkdzelitéseinek meghatarozasa az
euklideszi algoritmushoz nagyon hasonl6 szamitasi eljaras adhato,
azonban szamitégépen nem tudjuk szimulalni, hiszen valds
szamokat kellene abrazolnunk, ami lehettlen teljes pontossaggal
szamitégépen abrazolni.

Mar két valés szam Gsszehasonlitasa is gondot okozna: hiaba
olvassuk sorba a szamok tizedes jegyeit, bar az el6bb-utobb kideriil,
ha a két szdm nem egyenl8, az egyetlen Iépésben sem deriil ki, hogy
a szamok egyenl|Gek.
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Ha atgondoljuk, hogy mit is kell algoritmus alatt érteniink, amit
mechanikusan végre tudunk hajtani, papirokra ceruzaval jelet
irhatunk, azok koziil egyeseket kiradirozva feliilirhatunk, vagy a
jelsorozat elejére vagy végére (jabb jeleket irhatunk.

Mivel a jeleket sorfolytonosan olvassuk és irjuk, feltehetjiik, hogy
adott szam( papirszalaggal dolgozunk, amelyek azonban
akarmennyire meghosszabbithaték mindkét végiikon, de mindig
csak egy véges rész az amin jelek vannak.

Ekozben véges sok dolgot fejben tarthatunk, igy nem Iényeges
megszoritas, ha feltessziik, hogy egyszerre csak egy jelet olvasunk
és frunk minden szalagon.

Latszolag sziikségiink lenne még beszarasokra is, ez azonban
radirozas és arrébb iras segitségével megoldhatd.

Ugy tiinhet, hogy novelné lehetSségeinket, ha két dimenziéban
hasznalnank a papirt; ez megfelene annak, hogy végtelen sok
papirszalagunk van, de persze minden id6pontban csak véges sok
szalagra van irva valami.

Azonban egy papirlapot csigavonalban haladva egy szalagga
vaghatjuk fel (csak egyik iranyban végtelen!).
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Igy arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy algoritmus formajaban
azok a szamitasi eljarasok adhaték meg, amelyek Ggynevezett
Turin-gépen szimulalhatok.

Turin-gépek

Egy Turin-gép k > 1 darab szalagbdl és egy vezérlGegységhdl all.
A szalagok mindkét irdnyban végtelen sok mez&re vannak osztva.
Minden mezén egy-egy betii van egy véges abc-bél, Ggy, hogy véges
sok mezé kivételével minden mezén a sz6koz (ires jel) LU all:

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban a szalag jobb és bal szélén
allé végtelen sok iires mez6t nem jelezziik.

A vezérlGegység véges sok, lgynevezett bels§ allapotban lehet.

Az allapotok kdzott van egy a s start allapot és egy h halt allapot.
Minden szalaghoz tartozik egy ir6-olvasé fej.

Az alabbi példaban két szalag van és a vezérlGegység a b bels6
allapotban van.
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Kezdetben a vezérlGegység az s start allapotban van.

Minden Iépésben minden fej elolvassa azt a jelet, amely éppen a fej
alatt van, majd harom dolog térténik, a leolvasott jelektsl és a
vezérl6egység belss allapotatdl fiiggden: minden fej feliilirja az
olvasott jelet (lehet, hogy ugyanarra, amibe volt), minden fej
egymastdl fliggetlenil elmozdul egy mezével jobbra vagy balra,
vagy helyben marad és a vezérlGegység atmegy masik allapotba.
Ha a gép a h halt (vagy befejez6) allapotba jut, a gép megall
(miel6tt barmit is tenne a szalagokkal).

Matematikailag egy T Turin-gép egy (T = B, A, @) harmas, ahol
az A, B véges halmazok a szalagabécé, ill. a bels§ allapotok
halmaza, LI € A, s,h € B és

@:Bx A 5 B x Ak x {<, =, >}

egy tetszéleges leképezés.

A <,>, ill. = jelek azt jelentik, hogy az adott szalagon a fej balra
lép, jobbra Iép, ill. helyben marad.

Ha nagyon precizek akarunk lenni, akkor a k € Nt szamot
(szalagok szamat), a LI sz6koz jelet és az s, h start és halt
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allapotokat is feltiintethetjiik a jelolésben: T = (k, B, A, L, s, h, @).
Az, hogy

@:(hay,...a) = (b'ya1...a;,¢c1...¢)

ahol b, b’ € B és, ha 1 <i < k, akkor aj,al € A, ¢; € {<,=,>},
azt jelenti, hogy a gép egy lépése a kdvetkezs:

ha a t id6pontban b a bels6 allapota és az egyes szalagokrél az
ai ...a betiiket olvassa, akkor a t + 1 id6pontra a b’ bels6
allapotba megy at, az olvasott betiik helyére az aj ... a; betiiket
irja és az i-edik szalagon a fej balra Iép, jobbra Iép, ill. helyben
marad, attél fiiggéen, hogy ¢; a <, a >, vagy az = jel.

Mivel a Turing-gép a h halt allapotban Ggysem csinal semmit
megallapodhatunk abban, hogy

@:(hjar...ax) = (hyar...ak,=y...,=).
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Turing-gép mint szamitasi eljaras; bemenet és kimenet

Az el6z6 definicio jeldléseivel egy Turing-gép aktualis allapotat egy
q= (b) X1, Bl) X2, BZ) coey Ky Bk) € B x (A*)2k

sorozat irja le, ahol o; € A* sz6 az i-edik szalagon balrdl jobbra
olvasott betiik az els6 nem iires jellel kezdve és a fej alatti betiivel
végezve, a B; € A* sz6 pedig az i-edik szalagon jobbrél balra
olvasott betiik az els6 nem iires jellel kezdve, és a fejt6l jobbra allé
betiivel végezve, mindketts lehet {ires.

A bemeneti allapotok azok az allapotok, amelyekre b = s, a
kimeneti allapotok pedig azok az allapotok, amelyekre b = h.
Konnyili megadni az allapotok halmazan a Turing-gép miikddésének
megfelel§ leképezést harom fliggvény segitségével: az egyik egy sz6
utolsé betiijét adja vissza, a masik a sz6 tobbi részét, a harmadik
pedig a sz6 végeére ir egy adott betiit.

Mindig feltessziik, hogy az indulaskor minden (3; az iires sz6, tehat
az «;-k a bemeneti szavak, a fejek a bemenet jobb szélén allnak.
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Ha azonban semmit sem tudunk a bemeneti szavakrél, akkor
példaul azt a feladatot sem tudjuk Turing-géppel megoldani, hogy
tordljik le a szalagokat, hiszen akarmeddig lépkediink balra, nem
tudjuk, van-e még valami ett6l is balra, igy soha nem allhatunk
meg.

Valamit tehat még tudnunk kell a bemenetrél.

Legegyszeriibb feltenni, hogy «; € Aj, ahol Ag = A\ {U}, azaz,
hogy a bementi szavak nem tartalmaznak iires jelet.

Ha mast nem mondunk, ezzel a feltevéssel éliink, bar kevesebb is
elég, példaul hogy legfeljebb adott szami U jel van a bemenetben
egymas mellett, vagy a bemenet bal szélét valamely specialis
sorozat jelzi.

Fontos, hogy csak a bemenetnél éliink ilyen erés megszoritassal, a
szamitas kozben nem.

A kimenetre hasonlé megallapitasok érvényesek, mint a bemenetre:
a megallaskor az «; szavakat tekintjiik kimenetnek a {3; szavakat
pedig szemétnek, s6t, ha mast nem mondunk, csak az «; szavak
végét, az utolsé iires jel utani betiiket tekintjiik kimenetnek, a tobbi
része o;-nek szemét.
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Ha Turing-gépeket Ossze akarunk kapcsolni a szemét zavaré lehet.
Meg fogjuk mutatni, hogyan lehet téle megszabadulni.

Ha csak m < k bemeneti szoérél beszéliink, akkor feltessziik, hogy
az els6 m szalagra vannak felirva, a tobbi szalag az indulaskor iires.
Specialisan, ha csak egy sz6 a bemenet az az elsé szalagon van ez a
standard input.

A bemenet hosszan a bemeneti szavak hosszanak dsszegét értjiik.
Hasonléan, ha n < k kimeneti sz6rél beszéliink, akkor feltessziik,
hogy az utolsé n szalagra vannak felirva a kimenetkor, a tobbi
szalag tartalma szemét.

Specialisan, ha csak egy kimeneti sz6r6l beszéliink, akkor az az
utolsé szalagon van, ez a standard output.

Néha az utolsé eldtti szalagot masik kimeneti szalagként, mint
szabvanyos hiba szalagot hasznaljuk.

A kimenet hosszan a kimeneti szavak hosszanak Gsszegét értjiik.

A Turing-gépeket Ap elemeinek szama szerint szokas elnevezni: ha
Ao egyelem(, akkor unéris, ha kételem(, akkor binaris stb. géprdl
beszéliink.
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Mejegyzés
A Turing-gépeknek nagyon sok, minden lényeges szempontbdl
ekvivalens definiciéja van.

Turing-gép szimulalasa csékkentett jelkészlettel

Legyen T = (B, A, @) egy Turing-gép és A’ tetszleges véges
abécé, melynek legalabb két eleme van.

Ekkor T szimulalhaté olyan T’ Turin-géppel, melynek abécéje A’.
Ha egy szamitas soran a T gép t |épést tesz, akkor a T' gép O(t)
|épést tesz.

Bizonyitas

Az A elemeit alakalmas n-re A’ elemeibdl alkotott n-esekkel
kédolljuk gy, hogy A iires jelének kédja az A’ iires jelébdl alkotott
n-es legyen.

Ha A’-nek legaldbb harom eleme van, akkor a kédolast lehet agy is

valasztani, hogy mas A-beli jel kédja ne tartalmazza az iires jelet,
csak az iires jelé.
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A T’ konstrukciéjat az A =1{0,1,2,3} és A’ ={UJ, I} esetben fogjuk
részletesen bemutatni, de ebbdl vilagos lesz az altalanos eset is.
Feltéve, hogy A-ban a 0 az iires jel, legyen n = 2 és valasszuk a
0—- Uy, 1 —-ul2—1U,3— Il kédolast.

Minden h # b € B bels6 allapotahoz T-nek a T’ gépnek a b, by, b,
a b i€ A valamint a bj. i € A és c € {<,>} belsé allapotai
tartoznak; ezért tobbszorozzitk meg minden b £ h esetén a belsd
allapotokat, hogy ezek segitségével emlékezziink dolgokra.

Ha a T' a gép a b belsg allapotban van, akkor mindig egy kédszé
jobb szélén all. Elolvassa egy kéd jobb oldali betiijét, attol fiiggsen,
hogy mit olvasott a b, vagy b, allapotba megy at és balra lép.
Most attol fiigg6en, hogy itt mit olvasott, a b; allapotok
valamelyikébe megy at, ezzel megjegyezve, hogy milyen betii kédjat
olvasta a két lépésben, a szalagra i* kédjanak bal oldali betiijét irja
és jobbra lép, itt i=0, ha a by, allapotban voltunk és LI betiit
olvastunk, i=1, ha b; allapotban voltunk és LI betiit olvastunk stb.,
és @(b, i) = (b*,i*,c).

A b; allapotban, ha a c az = jel, akkor a szalagra i* kédjanak

masodik betiijét irjuk, atmegyiink a b* allapotba és helyben



maradunk.

Egyébként a szalagra i* kédjanak masodik betiijét irjuk, az i és ¢
értékének megfelels b; . allapotba megyiink at, és c értékének
megfelelGen balra vagy jobbra mozgunk.

A bj . allapotban azt irjuk a szalagra, amit olvastunk a c értékének
megfeleléen balra vagy jobbra mozgunk, és a b* allapotba megyiink
at.

A T gép barmely lepését T' legfeljebb 4 Iépésben szimulalja.
Altalanos esetben, amikor A betiiit A’ betiiib8l képzett n hossz(
szavaknak feleltetjiik meg, minden |épést legfeljebb 2n Iépésben
tudunk szimulalni.

A
Szavak kédolasa szamma és vissza

Sokszor sziikség van arra, hogy egy Turing-gép bemeneti szavait
szamnak tekintsiik. llyenkor mindig feltessziik, hogy a gép A
abécéje a {0,1,...r — 1} szamjegyekbdl all, és 0 az iires jel.

Egy A*-beli o« = apa,—_1 ... a9 bemeneti szé vagy iires sz, vagy
nem 0-val kezd6dik és r alapu szamrendszerben az |a|, = Y I, ajr'
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szamot reprezentalja.

Az x — |a, leképezés kolcsondsen egyértelmii képezi le A* nem
0-val kezd6d6 szavait N-re.

Ha csak Aj-beli szavakat akarunk szamma kédolni, akkor az

o — |al,_1 leképezést hasznalhatjuk, ahol természetesen

& = apap_1...dp esetén |al, 1 =Y " o ai(r— 1)/, de itt a jegyek
kozott mar r-1 is szerepel annnak ellenére, hogy r — 1 alapi
szamrendszert hasznalunk.

Az x — |«|,—1 leképezés kdlcsondsen egyértelmiien képezi le Aj-ot
N-re, ami teljes indukciéval kdnnyen belathaté.

Példaul egy n darab egyesekbdl all6 « széra |a|; = || = n, ezért
egy ilyen sz6t az n szam unéris kédjanak nevezziik.

Egy unaris kédban felirt szam Turing-gép altali konvertalasa egy

o € Aj széva, amire |o|,—1 = n, vagy forditva hasonléan végezhetg,
mint a példak kdzott leirt unaris-binaris konverzié.

Ugyancsak hasonléan végezhetd egy unaris kédban felirt szam
konvertalasa egy o« € A* sz6va, ha tudunk annyit a szér6l, hogy
nem okoz gondot a bal, ill a jobb szélének a megtalalasa.
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Turing-gép szimulalasa egy szalaggal

Legyen T = (B, A, @) egy Turing-gép k szalaggal.

Ekkor T szimulalhaté olyan egyszalagos S Turing-géppel, amelynek
abécéje A.

Ha egy szamitas soran a T gép t |épést tesz, akkor az S gép

2kt (2t + 3) = O(t?) lépeést tesz.

Bizonyitas

Az S gép mezGit 2k darab mez8bél all6 csoportokra osztjuk.

Az indulaskor a fej egy ilyen mez&csoportba jobb szélén all.
Ezen mez&csoportba irt

3132...akf1f2...fk

betiikb6l aia; ... ax rendre azon mezék tartalma, amelyeken
indulaskor a T gép els6, masodik stb szalagjan a fejek allnak.

Az ett6l balra all6 mez&csoport elsé k betiije a T gép szalagjain a
fejtél balra allé betiiket tartalmazza. stb.

Sziikség van azonban annak jelzésére is, hogy a szimulacié soran

hol allnak T szalagjain a fejek.



Az S szalagjan egy-egy mezdcsoport ffs. .. f betiii ezt adjak meg:
ha a T gép i-edik szalagjan a mez&csoportban szerepll§ a; betiin all
a fej, akkor f; nem az iires jel, egyébként az iires jel.

Kezdetben tehat az S gép szalagjan azon mez8csoport fi, fa, ... fx
mezGi, amelyiknek a bal szélén a fej all, mind nem iiresek, az ésszes
tobbi mez&csoport fi, f ... f, mez6i pedig mind iiresek.

A T gép egy lépésének szimuldlasa annak a 2k hosszi
mezGcsoportnak a jobb szélér

Hol indul, amelyben a leginkabb jobbra lévé fej van.

A szimulacié soran S emlékszik arra, hogy T milyen allapotban van,
és arra is, hogy egy mez8csoport melyik mezgjén all.

Balra lépkedve megkeresi minden szalaghoz a fejet és megjegyzi a
megfelels szalagjelet is.

Mikor minden fejet megtalal, tudja mit kell tenni:

mit irjon a megfelel6 mez6kre, merre mozditsa a fejeket és melyik
allapotba menjen at.

Jobbra visszafelé haladva a megfelel6 helyeken ir a szalagra, és
megfeleléen mozgatja a fejeket.

Hogy ekdzben ne kelljen fejnek balra visszalépni, célszeriien,
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mikdzben balra mozog, minden fejnek megel6legzi, hogy balra fog
lépni, és balra mozditja el.

Ha mégsem balra mozdul a fej, jobbra haladva korrigal.

Ha pedig a T gép n lépését szimulaltuk, akkor a fejek legfeljebb n
mez&csoporttal mozdultak el balra vagy jobbra.

lgy a kovetkezd lépés szimulalasa soran legfeljebb 2n+1
mez&csoportot kell balra haladva végigolvasnunk, hogy begydijtsiik
a jelenlegi helyzetre vonatkozé informacidkat.

Ezutan legfeljebb még egy mez6csoportot haladunk balra, majd
visszafelé legfeljebb 2n+3 mez8csoporton kell végiglépegetniink.
lgy az n+1-edik |épés szimulalasa legfeljebb 2k(4n+5) lépést
igényel.

Innen a szimulacié teljes lépésszamara legfeljebb

S L ok(4n +5) = 2kt(2t + 3).

JAN

Megjegyzés:

Ha az el6z6 tételben szereplé S gép kétszalagos, akkor O(t log t)
|épésben is elvégezhet§ a szimulalas.
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Szemeétgyiijtés

Legyen T = (B, A, @) egy Turing-gép.

Ekkor T médosithaté egy azonos szalagszamia S Turing-géppé,
amely szimulalja T miikodését, és ugyanazokkal az Aj-beli bementi
szavakkal inditva, mint T-t, ugyanazokat az Aj kimeneti szavakat
produkalja, de nem hagy szemetet, azaz a kimeneti szavakon kiviil
a szalagok minden mezgje iires.

Ha egy szamitas soran a T gép t |épést tesz, és elolvassa a
bementét, akkor az S gép O(t?) lépést tesz.

Bizonyitas:

Az S konstrukcidja kdnnyli, ha az dbécéje tartalmaz egy olyan jelet,
amelyet A nem.

Ha példaul x € A, akkor a * jelet masodik iires jelként
hasznalhatjuk: ha T iires jelet irna, akkor ezt a jelet irjuk, ha pedig
ezt a jelet olvassuk, akkor gy viselkediink, mint T, ha ugyanezen
szalagon az iires jelet olvas.

Miel6tt megallnank, végezziink minden szalagon szemétgyfijtést:
minden szalagon el6szor jobbra haladva irjunk egy * jelet, majd
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jobbra lépve tordljiik mindent az elsé U jelig.

Ezutan balra haladva keressitk meg a * jelet, toriiljiik és lépiink
balra, majd balra Iépkedve, keressiik meg az elsé * jelet és ettdl
balra tordljiik mindent az elsé U jelig.

Ezutan jobbra haladva keressiik meg a * jelet,torodljiik és menjiink a
kimeneti sz6 jobb szélére.

Ekozben legfeljebb O(t) Iépést tesziink.

Ha ugyanazt az abécét akarjuk hasznalni, akkor kédolast kell
alkalmazni.

Ha a € A, akkor kédja legyen Lia mig * kédja legyen egy olyan par,
amelynek els betiije nem L.

A szimulacié azzal kezd6dik, hogy a bemeneti szavakat széthazzuk,
L jeleket irva kdzéjiik.

Mivel T olvassa a bemenetet, a bemeneti szavak hossza legfeljebb
t+1, igy ez O(t?) lépést igényel.

A szemétgyl(ijtés utan a kimeneti szavakat dsszenyomjuk, torélve a
betiijeik kdzé irt LI jeleket;

ez szintén legfeljebb O(t?) Iépést igényel.

A



Eddig minden feladatra 4j Turing-gépet készitettiink.

A valédi szamitégépnél viszont minden (] feladathoz programot
irunk és ugyanazt a gépet hasznaljuk. Ez megtehets a
Turing-gépnél is.

Univerzalis Turing-gépek

Legyen A egy (legalabb két elemii)abécé, k > 1.

Van olyan k+1 szalagos U Turing-gép A abécével, hogy barmely k
szalagos T = (B, A, @) Turing-gépre a T bemenetét felirva az U
els6 k szalagjara a k+1-edik szalagra pedig egy, csak a @-tél fliggd
w € A* programot irva U szimulalja T miikodését (az elsé k
szalagjan).

Ha A-nak legalabb harom eleme van, akkor U-t gy is
valaszthatjuk, hogy a programok ne tartalmazzanak iires jelet.

Ha T egy bemeneten t |épést tesz, akkor U a szimulalast O(t)
|épésben végzi.

Biz. (konyv)
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Egyszalagos univerzalis Turing-gép

Legyen A egy (legalabb kételem(i) abécé. Van olyan egyszalagos U
Tring-gép A abécével, hogy barmely egyszalagos T = (B, A, @)
Turing-gépre a T bemenetét és egy, csak a @-tél fliggd w € A*
programot felirva az U szalagjara, U szimulalja T miikddését.

Ha A-nak legalabb harom eleme van, akkor U-t gy is
valaszthatjuk, hogy a programok ne tartalmazzanak iires jelet.

Ha T szemétgyiijtéssel dolgozott, akkor U is.

Ha T egy bemeneten t |épést tesz, akkor U a szimulalast O(t)
|épésben végzi.

RAM-gép

A valédi szamitogépekhez kdzelebb allé gépmodell.

Az M meméria minden M[k], k € Z rekesze tetsz6leges egész
szamot tarolhat, de egyszerre mindig csak véges sok nem nulla
értéket tarol.

A gépeknek harom regisztere van: az A akkumlator, a B regiszter
és a | indexregiszter, ezek tartalma is egész szam.
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Van még egy programmemoria, ennek rekeszei természetes
szamokkal vannak indexelve, és utasitasokat tartalmaznak.

Az utasitéskészlet (kdnyv)

A programvégrehajtas a nullas sorszami sorral indul és minden
sorban végrehajtédik, ha nincs ugras. A gép akkor all meg, ha a
vezérlés olyan sorra keriil, amely nem tartalmaz utasitast.
Minden RAM-gép tekinthets szamitasi eljarasnak, az allapotot a
regiszterek tartalma, a memoria tartalma és az aktualis programsor
sorszama adja meg.

A memoria és a regiszterek vagy azok egyike tekinthetd
bemenetnek ill. kimenetnek.

A RAM-gép végrehajtasi ideje

Egy RAM-gép lépésszama nem a legjobb mérészama annak, hogy
mennyi munkat végez, mert tetsz6leges hosszisagi szamokkal
végzett miveleteket szimulalhatunk.

Ezért szokasosabb RAM-gépek lépésszama helyett a futasidejiikrél
beszélni.

Ezt Ogy kapjuk, hogy egy lépés idejét nem egységnyinek vessziik,



hanem annyinak, amennyi a benne fellépé Gsszes egész szam bitjei
szamanak osszege, ahol minden szdmnal egy bitet szamolunk az
elgjelre.

Igy a 0 egybites, a 0 = n € Z szam bitjeinek szdma pedig

2+ [log, Inl .

Emiatt szokas logaritmikus koltségli RAM-géprél is beszélni.

Turing-gép szimulalasa RAM-gépen

Barmely egyszalagos Turing-gép szimulalhaté RAM-gépen.

Ha a Turing-gép lépésszama n, akkor a RAM-gép O(n) lépést tesz
O(log n) jegyii szamokkal, tehat a RAM-gép végrehajtasi ideje
O(nlogn).

Bizonyitas

Feltehetjiik, hogy a T = (B, A, @) Turing-gép abécéje
A={0,1,...r}, ahol 0 az iires jel, bels6 allapotait pedig

B ={0,1,...m}, ahol 0 a start, m pedig a halt.

Legyenek @ koordinatai 3, « és vy, azaz «(j,i) € A, B(j,i) € B és
vy, e{<,=,>}, haiec AésjeB.
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A szimulacié soran a memoriatartalom megfelel a szalagon all6
betiiknek, | pedig a fej helyzetét tartalmazza.

A program a P;,0 <j < més Qji, 0 < i <r,0<j < m részekbdl
all.

A Pj programrész azt utanozza, hogy a Turing-gép a j allapotban
van, kiolvassa, hogy mi all a szalagon, majd ettél fligg6en mas-mas
Qj,i-re ugrik:

A P,, programrész alljon egyszeriien egyetlen {ires programsorbdl.
A Qj,i programrész atirja a szalag tartalmat, médositja I-t a fej
mozgasanak megfelelSen, majd az al j' allapotnak megfelels P;/
programrésze ugrik,

ahol a Qj j-hez tartozé y(j, i)-nek megfelel6 médositast egy DEC
utasitas, ill. egy INC utasitas hajtja végre, vagy pedig teljesen
kimarad ez a sor, attél fligg6en, hogy v(j, /) értéke <, > vagy =.
Maga a program: konyv

A futasi id6re vonatkozé becslés onnan kdvetkezik, hogy a
Turing-gép egy lépése a RAM-gép korlatos szami lépésének felel
meg és a Turing-gép n lépésben legfeljebb n rekeszekbe ir barmit is,

igy ezek cime legfeljebb O(log n) hossza.



RAM-gép szimulalasa Turing-gépen

Egy RAM-gépre sz6l6 programhoz van olyan négyszalagos
Turing-gép, amely szimulalja a program miikodését és ha a
RAM-gép elolvassa bemenetét, és futasideje n, akkor a Turing-gép
lépésszama O(n?).

Bizonyitas

A Turing-gép abécéje legyen {L1,0,1,—,;}.

Az els8, masodik és harmadik szalagon rendre A, B és | tartalma
szerepel kettes szamrendszerben, elGjellel.

Ha a negyedik szalagon minden rekesz tartalmat sorra
feltiintetnénk, akkor gondot jelentene, hogy a RAM-gép képes akar
a 2™ sorszam rekeszbe is irni O(m) id6 alatt, igy a szalag teleirt
része nagyon hosszi lesz, és nagyon hosszi id6be telik, amig a fej
végigléptet rajta.

Ezért ST utasitdsakor a negyedig szalagra, az eddig felirtaktdl
jobbra egy ; M[I];l sorozatot irunk, ahol M[I] és | tartalmat kettes
szamrendszerben irjuk fel el6jellel.

A RAM-gép bemenetét ugyanezzel a kéddal irjuk erre a szalagra.
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Err6l a szalagrol sohasem torliink semmit.

Ha LD utasitast kell végrehajtani, jobbrdl balra végiglépegetniink a
szalagon és megkeressiik adott I-vel a legkéssbbi feljegyzést; ha
nincs feljegyzés, az olvasas eredménye 0.

Az ugyanarra a cimre valé Gjabb irdsok mintegy eltakarjak a
régieket.

A tobbi utasitast kdnnyli szimulalni Turing-géppel.

Turing-gépiink egy olyan szupergép lesz, amelyben a RAM-gép
minden programsoranak megfelel belsg allapotok egy halmaza; ezek
egy olyan Turing-gépet alkotnak, amely végrehajtja az adott
utasitast, majd a fejeket mind a négy szalagon a feljegyzések jobb
szélére viszi.

Minden ilyen Turing-gép halt allapota megegyezik a kdvetkez8
utasitashoz tartozé Turing-gép start allapotaval; feltételes ugras
esetén, ha a feltétel teljesiil, az adott sornak megfelel6 gép start
allapotaba megy at a szupergép.

A nulladik programsornak megfelel6 Turing-gép start allapotba lesz
a szupergép start allapota, mig az iires soroknak a szupergép halt
allapota felel meg.
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A legtdbb utasitas szimulalasa a RAM-gép végrehajtasi idejével
aranyos szama lépéssel torténik.

Kivétel az olvasas, de ha a RAM-gép futasideje n, akkor ehhez sem
kell O(n)-nél tobb lépés, igy a teljes lépésszam O(n?).

A

Megjegyzés

Az el6z6 tétel bizonyitasabdl vilagos, hogy ha jelent8sen kibdvitjik
a RAM-gép utasitaskészletét a fenti tétel akkor is érvényben marad.
Ha a regiszterek szamat megndveljiik, akkor is csak a szalagok
szamat kell megndvelni.

Kiszamithatésag

Kiszamithato6 fiiggvények

Legyen A egy legalabb kételem(i abécé, amely tartalamzza a LI
jelet, és legyen Ag = A\ {U}.

Egy f: A;™ — A§" fiiggvényt Turing-kiszamithaténak vagy roviden
csak kiszamithatonak nevezziik, ha van olyan Turing-gép, amely
barmely (o1, &2y ... xm) € Ag*™ bemenettel megall és az utolsé
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szalagjara rendre

flog,x...0m)
koordinatai vannak irva.
Altlanosabban, egy f € A;™ — A" parcialis fiiggvényt parcialisan
Turing-kiszamithaténak vagy roviden csak parcialisan
kiszamithatonak nevezziik, ha van olyan Turing-gép, amely egy

(o1, Xy ... xm) € Ag™
bemenettel, pontosan akkor all meg, ha
(01,0 ...00m) € dmn(f)

és ekkor az utols6 n szalagjara rendre (o1, &3 ... xm) koordinatai
vannak irva.

Ha egy Turing-gépet egy fiiggvény kiszamitasara akarunk
felhasznalni, akkor altalaban kényelmesebb néhany irasjellel
kib&viteni az abécét és egy szalagon adni be a bemenetet.
Ugyanez érvényes a kimenetre is.

Példaul ha egy egyvaltozds egész egyiitthatds polinom a bemenet,
akkor valaszthatunk A ={LJ,0,1,—} abécét, minden egyiitthatét
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mas szalagra irva fel kettes szamrendszerben, de kényelmesebb az
abécéhez hozzavenni a ; pontosvesszg jelet is, és az egyiitthatékat
egy szalagra felirni, pontosvesszével valasztva el azokat.

Ha egy tobbvaltozds egész egyiitthatés > a,-hm,-,x{-lxé-2 ...x,"
polinom a bemenet, akkor az abécéhez a , vessz§ jelet is hozzavéve,
az aj,..i,, i ...l szavakat, ahol aj, ; # 0, tetszés szerint egymas
utan irva adhatjuk meg a polinomot.

Ezen megoldasok alapjan alsésorban az f : A7 — Aj kiszamithaté
figgvények és az f € Ay — A parcidlisan kiszamithaté fiiggvények
érdekelnek benniinket.

Nyelvek

Gyakran csak igen-nem problémak érdekelnek benniinket és a
Turing-gépet ilyen problémak megoldasara hasznaljuk.
Peéldaul, ha csak az érdekel benniinket, hogy egy

_ L i iy
plxy...x) = E Ay i XXy e X

egész egyliitthatds polinomra a p(xy ...x;) = 0 egyenletnek van-e
egész szamokbdl allé6 megoldasa, akkor olyan Turing-gépet
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szeretnék késziteni, mely azt megmondja.

Azok a bemenetek, amelyekre van megoldas, az dsszes lehetséges
bemenetek egy részhalmazat alkotjak és az érdekel benniinket, hogy
egy adott bemenet benne van-e ebben a részhalmazban.

Nem vilagos, hogy van-e olyan Turing-gép, mely azt megmondja,
bar olyan Turing-gépet tudunk késziteni, amely megall, ha van
megoldas és azt ki is irja.

A fenti meggondolasok alapjan, az el6z6 definicié jeldléseivel egy
L C Aj halmazt nyelvnek fogunk nevezni.

Bar az el6z6 bekezdés meggondolasai szerint elsGsorban a nyelvek
érdekelnek benniinket, az alabbi két fogalmat mégis célszerii lesz
altalanosabban definialni.

Eld6nthet6 nyelvek

Egy £ C Aj nyelvet, vagy altalanosabban egy £ C A;™ halmazt
Turing-elddnthet8nek vagy roviden csak eldonthetének nevezziik, ha
van olyan Turing-gép, amely barmely A;™-beli bemenetre megall, és
jelzi ha a bemenet benne van £-ben: ha benne van, akkor az
Aj-beli kimeneti sz6 nem iires, ha pedig nincs benne, akkor iires.
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Az £ C A;™ halmaz nyilvan pontosan akkor eldénthetd, ha az
A;™ \ L komplementere eldonthetd.

Minden véges halmaz eldonthets, mivel megadhaté olyan
Turing-gép, amely emlékszik a halmazra.

Mivel kontinuum sok ilyen nyelv van, de csak megszamlahaté sok
Turing-gép, kell lennie nem eldontheté nyelvnek.

Kiszamithaté parcialis fliggvények

Egy f € Aj — Aj parcialis fiiggvényt Turing-kiszamithaténak vagy
roviden csak kiszamithaténak nevezziik, ha értelmezési tartomanya
eldonthetd, 6 maga pedig parcialisan kiszamithatd.

llyen fliiggvények esetén elébb el tudjuk donteni, hogy az
értelmezési tartomanyban vannak-e és ha igen, csak akkor
kezdhetjiik kiszamitani a fliggvényt, igy gépiink biztos, hogy megall.
Ha jelezni kivanjuk, hogy a bemenet nincs az értelmezési
tartomanyban, egyik lehet8ségiink, hogy az utolsé el6tti szalagot
standard error szalagnak tekintjiik, és ha a bemenet nincs az
értelmezési tartomanyban, ide iires jelet irunk, egyébként pedig nem
iires jelet.
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A masik lehetéség, hogy az eredményt mindig valamilyen irasjellel
zarjuk le, és az output csak akkor lesz iires, ha a bemenet nincs az
értelmezési tartomanyban.

Altalanosabban, az f € Aj™ — Aj" parcialis fiiggvényt
Turing-kiszamithaténak vagy roviden csak kiszamithaténak
nevezziik, ha értelmezési tartomanya eldonthet8, 6 maga pedig
parcialisan kiszamithatd.

A fenti két modszer segitségével itt is megadhatjuk, hogya bemenet
nincs az értelmezési tartomanyban.

Felsorolhat6 nyelvek

Egy £ C Aj nyelvet, vagy altlanosabban egy £ C Aj" halmazt
Turing-felsorolhaténak vagy réviden csak felsorolhaténak neveziink,
ha vagy iires, vagy van olyan Turing-gép, amellyel egy adott | € Ay
jelre {I}* szavait irva a bemenetre, £ elemeit kapjuk meg
kimenetként.

Lényegtelen, hogy Ap melyik betijét valasztjuk I-nek, hiszen a
Turing-gép kezdheti azzal a miikddését, hogy végigmely a
bemeneten és annak minden betdjét kicseréli I-re.

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Mivel kontinuum sok nyelv van, megszamlalhatéan sok Turing-gép
kell lennie nem felsorolhaté nyelvnek.

Tétel

Az el6z6 definicié jeldléseivel, egy nem iires £ C Aj nyelv akkor és
csak akkor felsorolhaté, ha van olyan kiszamithaté f : Aj — Aj
fliggvény, amelynek £ az értékkészlete.

Altalanosabban, rogzitett n-re és barmilyen m-re, nem iires L C Aj"
halmaz pontosan akkor felsorolhatd, ha valamely kiszamithaté

f Ag™ — Ay" fliggvény értékkészlete.

Bizonyitas

Feltehetjiik, hogy A ={0,1,...r} és 0 az iires jel.

Az els6 allitas bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy elGszor egy
Turing-géppel az |, szdm undris felirasava konvertalva egy o € Aj
bemeneti sz6t, majd miikodtetve az L-et felsorolé Turing-gépet,
olyan Turing-gépet kapunk, amely egy f : Aj — Aj fliggvényt
szamit ki, melynek értékkészlete L.
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Megforditva, {1}* egy | hosszi szavat Turing-géppel elébb olyan
o € Aj széva konvertalnva, amelyre | = |«|, majd mikédtetve az
f-et kiszamité Turing-gépet, L egy felsorolasat kapjuk.
Altalanos esetben is hasonléan jarunk el, de miutan az ; € Aj
1 </ < m bemeneti sz6t minden szalagon atkonvertaltuk |o|,
unaris alakjava, ezeket valahogyan egyetlen szam unaris alakjava
kell konvertalni.
Tanultuk, hogy a @(u,v) =w(w+1)/24+u, w=u+v
osszefiiggésekkel definialt fliggvény kdlcsondsen egyértelmiien
képezi le N x N-et N-re és nyilvan kdnnyen szamithaté még unaris
Turing-gépen is.
Igy a

UtsJ2y---Jm) = @U1, ©U2, Uz - - - @Um—15Jm) ---)))

leképezés kdlcsondsen egyértelmiien képezi le N™-et N-re és nyilvan
kdnnyen szamithaté még unaris Turing-gépen is.

A megforditashoz ¢ inverzét kell kiszamitani.

Azon u,v € N természetes szamok megkereséséhez, amelykere
@(u,v) egy adott z € N, meg kell keresni azt az egyetlen w
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természetes szamot, melyre w=u+v és z=w(w+1)/2+u.

Sorban prébalkozva a w = 0,1,... értékekkel, keressiik meg azt az
egyetlen w-t, amelyre 0 < z—w(w +1)/2 =u < w.
A

Church-tézis

Az el6z6 fejezet eredményei alatamasztjak az agynevezett
Church-tézist, mely szerint algoritmussal pontosan az szdmithaté
ki, ami Turing-géppel.

Szokas Church Turing-tézisrdl is beszélni, mert Church eredetileg a
A-kalkulusra fogalmazta meg hipotézisét.

A tézis természetesen nem bizonyithatd, hiszen az algoritmus
fogalmat nem definialtuk, de a tapasztalatok alatamasztjak.

Kicsit pontosabb formaban a tézis azt mondja ki, hogy az
algoritmussal parcialisan kiszamithat6 parcialis fliggvények éppen a
parcialisan Turing-kiszamithaté parcialis fliggvények.
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Tétel

Az el6z6 definicié jeloléseivel, egy £ C Aj nyelv akkor és csak akkor
felsorolhaté, ha van olyan Turing-gép, amelynek els6 szalagjara

o € Aj-ot irva, akkor és csak akkor all le, ha « € £, azaz ha £ egy
f € Ay — Aj parciélisan kiszamithaté parciélis fliggvény
értelmezési tartomanya.

Altalanosabban, rogzitett m-re és barmilyen n-re, egy nem iires

L C A§™ halmaz pontosan akkor felsorolhaté, ha valamely

f e Ay™ — Ap" parcialisan kiszamithaté parcialis fiiggvény
értelmezési tartomanya.

Bizonyitas

Az egyik irany konnyi: legyen £ C A;™ felsorolhatd; feltehetjiik,
hogy nem iires.

Vegyiink egy T Tuting-gépet, amely felsorolja L-et és egészitsiik ki
egy olyan T’ Turing-géppé, amely sorra el6allitja T-nek a
0,1,2,...unéris kédjat az m + 1-edik szalagra bemenetnek, futtatja
T-t, majd megnézi, hogy T kimenete az az els6 m szalagra irt adott
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(x1...0tm) € Aj™-e és megill, ha igen.

A masik irdnyt el8szor arra a specialis esetre bizonyitjuk, amikor £
nyelv.

Feltehetjiik, hogy A =1{0,1,...r} ahol 0 az ires jel és hogy £ nem
ures.

Legyen o € L tetszbleges sz6, de rogzitett sz6, melynek csak az a
szerepe, hogy ezt fogjuk a kimenetre irni, ha jobbat nem tudunk.
Legyen T az a Turing-gép, mely pontosan akkor all meg, ha a
bemenete egy & € L sz6.

Csinaljuk egy T' Turing-gépet, amelynek als6 szalagjara egy i € N
természetes szamot irva, a T els6 szalagjara a j =7 — L\/;Jz
szamot irja, azt atkonvertalja azza a & € Aj széva, amelyre [&], = j
majd i [épésen keresztiil prébalja miikddtetni T-t.

Igy minden & bementtel egyre tobb lépésen at futtatjuk T-t.

Ha ezalatt a T gép leall, akkor T’ az utolsé szalagjara &-t ir és leall.
Ha ezalatt T nem all le, akkor T' az utolsé6 szalagjara az « szét irja.
A T' gép az L nyelvet sorolja fel.

Az altalanos esetben m > 1 csak annyit kell médositanunk, hogy az

el6z6 tétel bizonyitasaban latott médon a j szamot-szétkodoljuk
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egy (J1,J2,.--Jm) € N™ szam m-essé és ezt irjuk T bemené
szalagjaira, ezt szalagonként konvertaljuk egy (&1,...&m) € A5™
bemenetté, majd i [épésen keriil prébaljuk mikédtetni T-t.

Ha ezalatt a T gép leall, akkor T’ utolsé szalagjaira (&1 ...&m)
keresztiil, egyébként egy rogzitett (o1 ...xm) € L.

A

Lemma

Eldonthets nyelvek felsorolhatéak.

Altalanosabban, ha egy £ C A;™ halmaz eldonthetd, akkor
felsorolhaté is.

Bizonyitas

Tegyiik fel, hogy £ C Apx™ elddnthetd.

Ha £ = (), akkor készen vagyunk, egyébként legyen (o1 ...m) € £
tetsz6leges, de rogzitett.

Barmely (&1 ...&m) € A;™ bemenetre, ha az £L-beli, masoljuk a

kimenetre, egyébként pedig legyen a kimenet (o ... om).
A
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Tétel

Egy nyelv pontosan akkor eldonthets, ha 6 is és a komplementere is
felsorolhaté.

Altalanosabban, £ C Aj" pontosan akkor eldonthetd, ha £ és

A;™ \ L is felsorolhatd.

Bizonyitas

Ha L elddnthetd, akkor a komplementere is, igy az el6z6 lemma
szerint mindkett§ felsorolhaté.

Megforditva, tegyiik fel, hogy £ és a komplementere is felsorolhatd.
Készitsiink két Turing-gépet, az egyik L-et a masik a
komplementerét sorolja fel és egy harmadik gépet, amely ellatja
6ket bemenettel futtatja és figyeli, hogy melyik adja ki

(&1 ...0m)-et.

Ez el6bb-utobb bekdvetkezik és akkor eldontdttiik, benne van-e
(x1...0m) bemenet az L-ben.

Konnyii a harom gépet egyetlen géppé kapcsolni.

A
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A megallasi feladat

Példat akarunk mutatni arra, hogy van algoritmikusan
megoldhatatlan probléma.

Az ugynevezett megallasi feladatrél fogjuk megmutatni, hogy
Turing-géppel nem megoldhaté: adott egy Turing-gép és a
bemenete.

Dontsiik el, hogy a Turing-gép az adott bemeneten megall-e?

A potos megfogalmazashoz legyen egy T = (B, A, @) Turin-gép
L1 nyelvre azon « € Aj szavak halmaza, melyekre a gép minden
szalagjara az o sz6t irva, ezzel a bemenettel T megall.

Tétel

Barmely T Turing-gépre L1 felsorolhaté.

Barmely abécére van olyan kétszalagos T Turing-gép, amelyre L1
nem eldonthetd.
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Bizonyitas

Az L1 nyel a korabi tétel szerint felsorolhat6, mert az a T’ gép,
amely egyetlen & bemenetét lemasolja minden szalagjara,
mindegyiken visszamegy « jobb szélére, majd agy miikddik, mint T
pontosan L szavaira all le.

A masik allitas bizonyitasanak lényege az atlés eljaras. Lényegében
egy U kétszalagos univerzalis Turing-gépet fogunk felhasznalni,
amelynek abécéje tetszbleges, de kicsit atalakitjuk, hogy az inputja
Aj-beli legyen.

Nyilvan feltehetjiik, hogy

A={0,1,...r}

A T gép masodik szalagjara egy egyszalagos gép programjat unaris
kédban irjuk fel.

A T a miikddését azzal kezdi, hogy a masodik szalagon az unaris
kédot konvertalja a szokdsos A*-beli programma, majd agy
miikodik, mint U.

A korabbi tétel szerint azt kell megmutatnunk, hogy Aj\ L7 nem
felsorolhatd.
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Tegyiik fel indirekt, hogy £1 komplementere felsirolhaté.

Ekkor létezik olyan k szalagos Turing-gép, mely pontosan akkor all
le az « € A; bemenettel, ha « & L.

Keészitiink egy egyszalagos T* gépet, amely a kovetkez6képpen
miikddik; el6szor szétzlizza az « bemeneti szét, hogy szomszédos
betiii kozott 2k-1 iires jel alljon, majd visszamegy a jobb szélére és
Ty miikodését szimulalja egy szalagon.

A T* nyilvan pontosan akkor all le, ha o« ¢ L7.

Legyen T* programja w.

Irjuk a T mindkét szalagjara az w szét.

A szimulacié miatt T potosan akkor all le, ha w & L1, ami
ellentmond Lt definiciéjanak.

A
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Tétel

Barmely abécére van olyan egyszalagos S Turingép, amelyre Lg
nem eldonthetd, azaz nem elddnthets, hogy adott bemenetre S
megall-e.

Bizonyitas

Készitsiink olyan S egyszalagos Turing-gépet, amely azzal kezdi
miikodését, hogy az o« bemenet minden betiijét megduplazza, majd
a kapott szé betliit széthlizza egy-egy U jelet irva kdzéjiik,
visszhamegy a jobb szélre és az el6z6 tételben szereplé T

kétszalagos gép miikodését szimulalja 1 szalagon. Ekkor L5 = L.
A

Tétel

Eldonthetetlen, hogy egy egyszalagos Turing-gép az lres
bemeneten megall-e.

Pontosabban, legyen A ={0,1,...r} az abécé és alljon £ C {1}*
azon A abecejii egyszalagos Turing-gépek unaris kédban felirt
proramjaibél, amelyek iires bemenettel megallnak.
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Bizonyitas

Az el6z6 tételben szereplé S gépet médositjuk agy, hogy el6szor az
adott o« € Ay szét irja ki a szalagra, menjen a jobb szélére, majd
miikddjon agy, mint S.

Az igy kapott T, gép persze fiigg az « sz6tdl.

Az « sz6bél és S programjabdl kiszamithatjuk T, univerzalis
Turing-gépnek szél6 programjat egy P Turing-géppel.

Ha a Turing-gépek programjainak unaris kédjaibél el tudnank
donteni, hogy iires bemenettel megallnak-e, akkor ezt a gépet
miikddtetve a P gép utan, olyan Turing-gépet kapnank, amely
eldontené, hogy S az o bemenettel megall-e, ami az el6z6 ttel
szerint lehetetlen.

A

Tétel

Eldonthetetlen, hogy egy T Turing-gépre az L1 nyelv iires-e.
Pontosabban legyen A ={0,1,...r} az abécé és alljon £’ C {1}*
azon T' egyszalagos Turing-gépek unéris kédban felirt
programjaibol, amelyekre a L1/ nyelv ires.
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Ekkor £’ nem eldéntheté.

Bizonyitas

Adott egyszalagos T Turing-géphez konstrualjunk egy egyszalagos
T’ gépet, amely a kdvetkez6t csinalja: elGszor letorli a szalagot,
majd Ggy miikddik, mint a T gép.

Ha T az iires bemeneten véges sok lépésben megall, akkor T
minden bemeneten véges sok |épésben megall, igy L1/ nem iires.
Ha T az iires bemeneten nem all meg, akkot T’ semillyen
bemeneten sem all meg.

A T programjabél a T’ programja Turing-géppel megkonstrualhaté.
Ha lenne olyan Turing-gép, amely a £’ nyelvet eldonti, akkor ezt a
T programjabdl T’ programjat kiszdmité gép kimenetével mint
bemenettel miikddtetve olyan gépet kapnank, mely az el6z6
tételben szereplS L nyelvet eldonti, ami lehetetlen.

A
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Irodalom
-Jarai Antal, Bevezetés a matematikaba
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Vizsga

A vizsga két részbgl all irasbeli és szobeli.

Az irasbeli beugron 8 kérdésre kell valaszolni, 5 helyes valasz esetén lehet
sz6belizni.

A szébelin mindenki 2 tételt haz, melyeket ki kell dolgozni, az elsé
részb6l legalabb 1 allitast részletesen be kell tudni bizonyitani, a masodik
részben a fogalmak, médszerek, allitasok ill bizonyitasainak
Osszefoglalasat kell elmondani.

|. Els6 rész

1. Iranyitatlan grafok, illeszkedés, izolalt csics, iires graf, illeszkedési
relalié, szomszédos él, szomszédos csics, hurok él, parhuzamos él,
egyszer(i graf, fokszam, regularis graf, vertexpontok fokai és az élek
szama kozti Osszefiiggés, izomorfia, teljes graf, n szégponta teljes graf
éleinek a szama, grafok Descartes-szorzata, paros grafok, részgraf,
feszitett részgraf, komplementer, élhalmaz-csiicshalmaz torlésével kapott
részgraf

2. Sétak, vonalak, utak, korok, G grafban v-t v'-vel dsszekothets at
megkonstrualasa, zart vonal és az éldiszjunkt korok kapcsolata,

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Osszefliggbség, fa, fa és Osszefliggbség kapcsolata, nincs kor létezik
elséfok csics, n csicsa fa

3. Feszit6fa, Osszefiiggbség és a feszit6fa kapcsolata, véges dsszefiiggs
grafban az éldiszjunkt korok szama, alapkorrendszer, vagas, vagasok
szama véges Osszefiigg6 grafban, erds, Euler-vonal, Euler-vonal létezése,
Hamilton-0t, cimkézett, salyozott grafok, élstlyozas, cstcssalyozas, mohé
algoritmus, Kruskal algoritmus

4. Iranyitott graf, szigorian parhuzamos élek, graf foka, vertexponrok
fokai és az élek szama kozti Gsszefiiggés, iranyitott teljes graf, éllistas
abrazolas, iranyitott grafok izomorfiaja, iranyitott részgraf, komplementer,
élhalmaz, csicshalmaz torlésével kapott iranyitott részgraf, iranyitott
sétak, vonalak, utak, korok, topologikus rendezés, erés Osszefiiggéség,
iranyitott fak, Dijkstra médszere, dinamikus programozas, grafok matrixai

5. Homomorfizmus, monomorfizmus, epimorfizmus, izomorfizmus,
endomorfizmus, automorfizmus, félcsoport homomorf képe is félcsoport,
félcsoport ekvivalens megfogalmazasai, részcsoport, G csoport és H
részhalamza G-nek ekvivalens megfogalamzasok, generatum,
generatorrendszer, ciklikus csoport, K altal generalt csoport, ciklikus
csoport homomorf képe
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6. Rend, ciklikus csoportok izomorfidja, ciklikus csoportok részcsoportjai,
mellékosztalyok, index, Lagrange tétel, normalosztd, normaloszté
ekvivalens allitasok, faktorcsoport, homomorfizmusmagja,
homomorfizmus tétel, Direkt szorzat, végesen generalt Abel-csoportok
alaptétele, Cayley tétel

7. Gydird, nullgydrd, zérégyiiri, nullosztd, integritasi tartomany,
rendezett integritasi tartomany, ferdetest, test, rendezett test, gy(ri
homomorf képe is gy(ir, mullosztémentes gy(iriiben a nem nulla elemek
additiv rendje, gy(r(i karakterisztika, részgyfir, ideal, f6ideal,
faktorgy(irli, homomorfizmus magja, homomorfizmus tétel

8. Direkt szorzat, Gauss-gylir(i, Gauss-gyiirii és az irreducibilitas ill. prim
kapcsolata, Euklideszi gyiirii, egységek és asszocialtak, bévitett euklideszi
algoritmus, felbonthatatlan és prim viszonya az Euklideszi gy(iriiben,
Euklideszi gyiirii és Gauss-gyiirii kapcsolata, test és a nullgyfiri
kapcsolata, hanyadostest

9. Egyhatarozatlant polinomok, konstans polinomok, polinom foka,
nullpolinom, monom, f6polinom, polinomfiiggvények, polinom gydke,
maradékos osztas tétele, gyokténezd levalasztasa, polinom gyokeinek a
szama, Wilson tétele, derivalt polinom, tobbszords gyok
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10. Véges testek elemszama, véges test nem nulla eleminek multiplikativ
csoportja ciklikus, testbévités, véges testek alaptétele, Weddernburn
tétel, Schénemann-Eisenstein tétel, tobbhatarozatlani polinomok,
multifoka, multiindexe, irreducibilis polinomok C, R, Q felett

Masodik rész

1. Informacié, gyakorisag, relativ gyakorisag, bit, entrépia, entrépia felsé
becslése, kédolas, felbonthaté, egyértelmiien dekédolhato, betiinkénti
kédolas, tomdorités, lizenetkddolas, gazdasagos kédolas, forraskédolas,
hibakorlatozé kédolas, csatornakédolas, kédabe, kédszo, prefix, szuffix,
infix, kodfa, prefix kéd, egyenletes kéd, vesszés kod

2. McMillian-egyenl6tlenség, atlagos széhosszisag, optimalis kod,
Shannon tétele zajmentes csatornara, Shannon-kéd létezése, optimalis
kéd konstrukcidja, kddolandé abce kiterjesztése, szétarkédok

3. Hibakorlatozé kédolas, hibajelzé kédok, paritasbites kod, t-hibajelzs,
pontosan t-hibajelz6 kéd, kéd tavolsag, kéd salya, csoportkdd, minimalis
tavolsagu dekodolas, dontés fliggvény, dontési hiba

4. A t-hibajavit6 kéd, pontosan t-hibajavité kéd, hibajavitas ismert
hibahelyekkel, ismétléses kéd, kétdimenzids paritasellenérzés,

Fiilsp Agnes Diszkrét matematika 2.



Hamming-korlat, Singleton-korlat, MDS-kéd

5. Linearis kéd, generator és ellenérzé matrix, szindroma, szisztematikus
kdédolas, szindromadekodolas, mellékosztal-vezets, Hamming-kéd,
Polinomkéd, generatorpolinom, Reed-Solomon-kédok, hibahelypolinom,
hibaértékpolinom, kédrovidités, kédok direkt szorzata, kaszkad kédok
adatatszovés

6. Algoritmusok, ord6, Turin-gép, Turin-gép mint szamitasi eljaras,
Univerzalis Turin-gépek

Irasbeli kérdések

Definialja a graf, cstcsok, élek illeszkedési leképezés fogalmat.
Definialja az "illeszkedik", "véggpontja" és izolalt "cstcs" fogalmakat.
Definialja az iires graf és az illeszkedési reldié fogalmat.

Definialja csasok, illetve élek szomszédossagat.

Definialja a hurokél és a pahuzamos élek fogalmat.

Definidja az egyszerii graf és a véges graf fogalmat.

Definialja grafban a fokszam és a regularis graf fogalmat.
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Mit mondhatunk a grafban a fokszamok Gsszegérdl?

Definialja grafok izomorfiajat.

Definialja a teljes graf fogalmat.

Hany éle van egy teljes grafnak?

Definialja a paros graf fogalmét.

Adja meg a "harom haz harom kat" grafot.

Definialja a részgraf és a feszitett részgraf fogalmat.

Definialja részgraf komplementerét.

Definialja az élhalmaz illetve csicshalmaz torlésével kapott grafot.
Definialja a séta és a séta hossza fogalmat.

Definialja a nyilt és a zart sétat.

Definialja az at fogalmat.

Definialja a vonal fogalmat.

Definialja a kor fogalmat.

Hogyan kaphatunk sétabol utat? Fogalmazza meg az allitast.
Definialja az 6sszefiigg6ség és a komponens fogalmat.

Mi a kapcsolat a komponensek és az Gsszefliggbség kozott?
Definialja a fa fogalmat.

Fogalmazzon meg két sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy
egyszerii graf fa legyen.

Egy véges grafban nincs kor, de van él. Mit allithatunk fokszamokkal
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kapcsolatban?

Egy egyszerii véges grafnak n csisa van. Fogalmazzon meg két olyan
sziikséges és elégséges feltételt amelyben szerepel az élek szama, arra,
hogy a graf fa.

Definialja a feszitéfa fogalmat.

Mit allithatunk feszit6fa létezésérsl?

Mikor mondjuk, hogy egy cslics halmaz illetve élhalmaz elvag két cstcsot?
Definialja az elvagd élhalmaz és a vagas fogalmat.

Mit allithatunk véges Osszefliggé grafban a vagasok szamarol?
Definialja az erd6 fogalmat. Mi az Gsszefiiggés a fakkal?

Definialja a feszit66erds fogalmat. Hany éle van egy véges graf feszit
erdGjének?

Definialja az Euler-vonal fogalmat.

Fogalmazza meg a véges Osszefiigg6 grafok vonalak egyesitéseként valé
el6allitasra vonatkozo tételt.

Definialja a Hamilton-at illetve Hamilton-kor fogalmat.

Definialja a cimkézett graf fogalmat.

Definialja a salyozott graf fogalmat.

Fogalmazza meg a Kruskal algoritmust és a ra vonatkozoé tételt.

Mit értiink mohé algoritmuson?

Definialja az iranyitott graf, cstsok, élek és illeszkedési leképezés
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fogalmat.

Definialja iranyitott grafban a kezdGpont és a végpont fogalmat.
Definialja a graf iranyitasa illetve megforditasa fogalmat.

Definialja a szigortian parhuzamos élek fogalmat.

Definialja az egyszerii graf és a véges graf fogalmat.

Definialja csiics befokat és kifokat.

Mit mondhatunk iranyitott grafokra a fokszamok Gsszegérél?
Definialja iranyitott grafok izomorajat.

Definialja az iranyitott részgraf és a feszitett iranyitott részgraf fogalmat.
Definialja iranyitott részgraf komplementerét.

Definialja az élhalmaz illetve csiicshalmaz torlésével kapott iranyitott
grafot.

Definialja a iranyitott séta és az iranyitott séta hossza fogalmat.
Definialja a nyilt és a zart iranyitott sétat.

Definialja az iranyitott Gt fogalmat.

Definialja az iranyitott kor fogalmat.

Definialja az erGs Osszefliggbség és az erés komponens fogalmat.

Mi a kapcsolat az erés komponensek és az erfs Osszefiiggéség kozott?
Definialja az iranyitott fa és gyokere fogalmat.

Definialja iranyitott faban a leveleket.

Definialja egy miivelet esetén a homomorfizmus és a homomorf kép
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fogalmat.

Definialja egy mivelet esetén a monomorfizmus, az epimorfizmus és az
izomorfizmus fogalmat.

Definialja egy miivelet esetén az endomorfizmus és az automorfizmus
fogalmat.

Mit mondhatunk homomorfizmusnal félcsoport, egységelem, inverz és
felcserélhets elemek esetén?

Mi mondhatunk homomorfizmusnal csoport, kommutativ félcsoport és
Abel-csoport esetén?

Adjon meg sziikséges és elégséges feltételeket arra, hogy egy félcsoport
csoport legyen.

Fogalmazza meg csoportban az egyszeriisitési szabalyt.

Adjon meg sziikséges és elégséges feltételeket arra, hogy egy csoport egy
részhalmaza részcsoport legyen.

Mit mondhatunk részcsoportok metszetérs|?

Definialja a generatum és a generatorrendszer fogalmat.

Definialja a ciklikus csoport és generatora fogalmat.

Fogalmazza meg a generatumot leir6 allitast.

Mit mondhatunk ciklikus csoport homomorf képérsl?

Definialja csoport és elem rendjét.

Fogalmazza meg a ciklikus csoportok szerkezetét leir6 tételt.
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Mi a kapcsolat elem és részcsoport rendje kdzott?

Mit mondhatunk ciklikus csoport részcsoportjairél?

Mit mondhatunk véges ciklikus csoport részcsoportjai generatorainak
szamarol?

Definialja a bal- és jobboldali mellékosztalyokat.

Mi a kapcsolat a bal- és a jobboldali mellékosztalyok kozott?
Definialja részcsoport indexét.

Fogalmazza meg Lagrange tételét.

Mi a kapcsolat elem rendje és a csoport rendje kézott?

Definialja a norméaloszt6 fogalmat.

Adjon meg sziikséges és elégséges feltételeket arra, hogy egy részcsoport
normaloszté legyen.

Mit mondhatunk normaloszték metszetérdl?

Fogalmazza meg kompatibilis osztalyozasok és a normalosztok kdzotti
kapcsolatot leird tételt.

Definialja a faktorcsoport fogalmat és fogalmazza meg a definiciéban
felhasznalt tételt.

Fogalmazza meg a homomorfizmus-tételt csoportokra.

Definialja csoportok direkt szorzatat.

Fogalmazza meg a véges Abel-csoportok alaptételét.

Fogalmazza meg Cayley tételét.
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Definialja két miivelet esetén a homomorfizmus és a homomorf kép
fogalmat.

Definialja két miivelet esetén a monomorfizmus, az epimorfizmus és az
izomorfizmus fogalmaét.

Definialja két miivelet esetén az endomorfizmus és az automorfizmus
fogalmat.

Mit mondhatunk homomorfizmusnal gyir(i képérsl?

Definialja gytirii karakterisztikajat.

Definialja a részgyiirii fogalmat.

Definialja a jobbideal, balideal és ideal fogalmat.

Definialja a trivialis ideal és a valédi ideal fogalmat.

Definialja az egyszer(i gyiirii fogalmat.

Definialja a generalt ideal és a fGideal fogalmat.

Definialja gyiiriiben a mellékosztalyokat.

Definialja a faktorgyiirii fogalmat és fogalmazza meg a definiciéban
felhasznalt tételt.

Fogalmazza meg a homomorfizmus-tételt gyiiriikre.

Definialja a Gauss-gy(ir(i fogalmat.

Igaz-e hogy Gauss-gy(iriiben minden irreducibilis elem prim?
Definialja az euklideszi gyirii fogalmat.

Fogalmazza meg az euklideszi gyiiriiben az egységeket és az
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asszocialtakat leiré tételt.

Fogalmazza meg a bdévitett euklideszi algoritmust euklideszi gyiiriiben.
Mi a kapcsolat euklideszi gy(ir(iben a primelemek és az irreducibilis
elemek kozott?

Definialja az egyhatarozatlani polinom fogalmat.

Definialja egyhatarozatlan(i polinomok Gsszeadasat és szorzasat.
Definialja polinom egyiitthatoit, fGegyiitthatéit és fokszamat.
Definialja a linearis polinomokat.

Definialja a monom fogalméat egy hatarozatlan esetén.

Definialja a f6polinom fogalmat.

Mit mondhatunk polinomok szorzatanak fGegyiitthatéirél?

Mit mondhatunk polinomok szorzatanak fokardl?

Definialja polinom helyettesitési értékét és gyokeét.

Definialja a polinomhoz tartozé polinomfiiggvényt. Tartozhat-e
kiilénb6zé polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény?

Fogalmazza meg a maradékos osztas tételét polinomokra.

Fogalmazza meg a gyoktényezs levalasztasara vonatkozéallitast.
Legfeljebb hany gydke van egy polinomnak? Fogalmazza meg az allitast.
Milyen esetben kolcsondsen egyértelmii a megfeleltetés a polinomok és a
polinomfiiggvények k6z6tt? Fogalmazza meg az allitast.

Definialja polinom algebrai derivaltjat.
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Az f, g polinomokra g"|f. Mit allithatunk f’r6l? Fogalmazza meg az
allitast.

Hogyan kaphatunk egy polinombél négyzetmentes polinomot?
Fogalmazza meg az allitast.

Definialja polinom t8bbszords gyokeét.

Mi a kapcsolat a polinom gydkei és a derivaltjanak a gyokei kozott?
Fogalmazza meg az allitast.

Lehet-e egy polinom n-szeres gyoke a derivaltnak is legalabb n-szeres
gyoke?

Fogalmazza meg a véges testek elemszamat leiré tételt.

Van-e minden primhatvanynak megfelel6 elemszama véges test?
Fogalmazza meg a véges testek alaptételét.

Definialja a tobbhatarozatland polinom fogalmat.

Definialja tébbhatarozatlan polinom egyiitthatéit, tagjainak multifokat
és fokat.

Definialja a tobbhatarozatlani monom fogalmat.

Definialja tobbhatarozatland polinom fokat. Milyen megallapodasok
mellett egyértelmii egy tobbhatarozatlant polinom felirasa?

Definialja a tobbhatarozatland lineéris polinomokat.

Hogyan irhatjuk fel két tdbbhatarozatlan polinom &sszegének, illetve
szorzatanak az egyiitthatoit?
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Milyen esetben lesz a tobbhatarozatlani polinomok gyiirije
nullosztémentes?

Mit mondhatunk két t6bbhatarozatlani polinom szorzatanak a fokarol?
Milyen esetben lesz a tobbhatarozatlana polinomok gyiirije Gauss-gy(irG?
Fogalmazza meg az allitast.
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